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M. Sc. Abalos Choque, Melisa
 melisa.abalos@gmail.com

RESUMEN

PALABRAS CLAVE

Las disparidades salariales han sido objeto de estudio en países europeos y americanos con el 
fin de aplicar políticas que permitan reducir dichas diferencias. El presente artículo desarrolla 
teóricamente los métodos de Propensity Score Matching (PSM) y Coarsened Exact Maching 
(CEM) a fin de mostrar al investigador una alternativa para medir el impacto en investigaciones 
de tipo social. En tal sentido, se utiliza la teoría de inferencia causal para medir la diferencia 
salarial entre la población que reside en la región Metropolitana versus las demás regiones del 
departamento de La Paz mediante el método CEM con datos de la encuesta Sociodemográfica 
2010-2012. Estos resultados serán útiles para futuras investigaciones que busquen determinar las 
causas teóricas de los resultados aquí encontrados.

Disparidad, Inferencia Causal, CEM

1. INTRODUCCIÓN

La literatura ha distinguido la existencia de 
diferencias espaciales de salario en países 
como; Chile, España y México, entre otros. 
Las disparidades salariales podrían deberse 
a la composición de habilidades de los 
trabajadores, dotaciones no humanas (como 
las características geográficas) e interacción 
entre trabajadores y empresas (Combes, 
Duranton & Gobillon, 2007). 

Para el caso del departamento de La Paz, aún 
no existe evidencia de estudios realizados 
para medir las diferencias de salario en 
espacios geográficos definidos. Medir la 
existencia o no de diferencias espaciales es 
un reto que podría ser afrontado con técnicas 
estadísticas.

La inferencia causal es una rama de la 
Estadística que estudia las técnicas de 
estimación de una variable de interés que 
puede variar gracias a la aplicación de un 
tratamiento específico y no a otros factores. 

Éstas técnicas podrían aplicarse mediante 
datos experimentales y no experimentales.

Los diseños experimentales son métodos 
estadísticos que nos permiten comparar dos 
grupos a fin de medir la causalidad de una 
variable específica. Estos métodos aseguran 
la equivalencia inicial la cual implica que los 
dos grupos son similares entre sí al momento 
de iniciarse el experimento. Sin embargo, en 
muchos casos, los diseños experimentales 
demandan costos elevados que no podrían 
ser asumidos por el investigador. Winship 
& Morgan 1999, sugieren utilizar datos 
observables de censos, encuestas, o registros 
administrativos para medir la causalidad 
cuando es imposible realizar experimentos 
aleatorios.

Los diseños transeccionales, que son parte de 
los diseños no experimentales, nos permiten 
obtener información en un momento dado. La 
debilidad de utilizar éste tipo de información 
sin un criterio previo es que las diferencias 
salariales podrían deberse a aspectos propios 
del individuo y no así al tratamiento. 

MEDICIÓN DE LA DISPARIDAD SALARIAL EN LAS               
REGIONES DEL DEPARTAMENTO DE LA PAZ
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En tal sentido, se debe garantizar la 
homogeneidad de los individuos estudiados 
antes de realizar las mediciones en la variable 
de interés. Rubin, Rosenbaum y Heckman, 
entre otros conceptualizan la utilización 
de un modelo contrafactual para resolver 
el problema de la heterogeneidad existente 
entre el grupo de tratamiento y el de control. 
Así los métodos contrafactuales se conciben 
como una solución factible para el fenómeno 
de no comparabilidad.  

Un modelo contrafactual consiste en medir 
la diferencia de la variable de interés con 
un individuo que esté tanto en el grupo de 
tratamiento como en el de control al mismo 
tiempo, lo que es físicamente imposible. Sin 
embargo, podemos hacer esta comparación 
entre dos individuos, del grupo de 
tratamiento y del grupo de control que tengan 
características similares. En este contexto 
se utilizan los métodos matching los cuales 
consideran éstos aspectos.

Los métodos llamados matching o 
emparejamiento consisten en parear el 
resultado de la variable de interés del 
individuo tratado con el resultado de otro 
individuo perteneciente al grupo de control 
mismo que comparte características similares 
o cercanas al individuo tratado. El presente 
artículo desarrolla teóricamente los métodos 
de Propensity Score Matching (PSM) y 
Coarsened Exact Maching (CEM). Por otro 
lado, mide la diferencia salarial existente 
entre la población que reside en la región 
Metropolitana versus las demás regiones 
del departamento de La Paz mediante el 
CEM el cual garantiza un matching exacto. 
Estos resultados serán útiles para futuras 
investigaciones que busquen determinar 
las causas teóricas de los resultados aquí 
encontrados.

La sección 2 del artículo muestra la teoría de 

la inferencia causal incluyendo los métodos 
matching a desarrollar PSM y CEM. La 
sección 3 desarrolla las virtudes de la 
información utilizada. La sección 4 muestra 
los resultados obtenidos y finalmente la 
sección 5 presenta las conclusiones.

2. INFERENCIA CAUSAL

Los métodos de inferencia causal estudian 
como estimar el efecto en una variable 
de interés que se debe exclusivamente al 
tratamiento y no a otros factores. Entonces, 
se puede definir a la inferencia causal 
como una rama de la Estadística que 
estudia la obtención de efectos causales los 
cuales podrían realizarse mediante datos 
experimentales y no experimentales.

Los datos experimentales se obtienen 
mediante la realización de experimentos 
aleatorios. Un experimento aleatorio es 
controlado por el investigador, el cual asigna, 
de manera aleatoria, a los individuos a ser 
estudiados, al grupo de tratamiento o a un 
grupo de control1.  La asignación aleatoria 
garantiza la equivalencia inicial que deben 
tener los dos grupos, o sea, que los grupos 
son similares al inicio del experimento. Sin 
embargo, la realización de experimentos 
aleatorios en muchos casos implica altos 
costos. 

La estimación de efectos causales mediante 
datos observables, tales como, encuestas, 
censos y registros administrativos, es 
utilizada como una alternativa cuantitativa 
a la imposibilidad de diseñar experimentos 
aleatorios (Winship & Morgan, 1999). En tal 
sentido, consideremos que yi es el valor del 
salario para el individuo i. 

1 El grupo de control esta formado por los 
individuos que no han recibido el tratamiento.
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En la realidad, no es posible observar ambos 
resultados potenciales, sino que únicamente 
se observamos el resultado yi que se puede 
expresar en (2), donde Di es una variable 
dummy que indica si el individuo i ha 
recibido el tratamiento o no.

En caso de que existiera homogeneidad2

entre todos los individuos incluidos en el 
estudio, el problema podría estar resuelto. 
Sin embargo, generalmente existe alto grado 
de heterogeneidad en las características de 
los individuos y de sus respuestas. Por lo que 
no es garantizado que la diferencia refleje el 
efecto del tratamiento. Estudios realizados 
en esta área muestran que se puede calcular 
efectos individuales de tratamiento mediante 
el llamado efecto medio del tratamiento 
(ATE) y el efecto medio del tratamiento 
seleccionado (SATE). 

La homogeneidad entre los grupos se garantiza 
mediante un vector  X  de variables observables, 
tal que el tratamiento es independiente de 
los resultados potenciales condicionados 
en dichas variables. En tal sentido, 
2     Esto es lo que se pretende en un experimento 
aleatorio.

por independencia condicional  entre  el tra-
tamiento y los resultados potenciales, la es-
peranza matemática (E[  ]) de la diferencia 
del salario dado el vector X está dado por (3).

Los métodos llamados matching o 
emparejamiento son métodos no paramétricos 
que han sido estudiados recientemente y 
consisten en emparejar el resultado de cada 
individuo tratado con el resultado de otro 
individuo que no pertenece al grupo de 
tratamiento, pero que comparte características 
similares o cercanas al individuo tratado, 
dichas características se pueden incluir en el 
vector X. En el presente artículo se exponen 
dos estrategias econométricas relacionadas 
con los métodos matching los cuales 
son: Coarsened Exact Maching (CEM) y 
Propensity Score Matching (PSM) los cuales 
garantizan la comparabilidad entre grupos 
(Enriquez & Paredes, 2014).

2.1 PROPENSITY SCORE MATCHING 
(PSM)

El Propensity Score Matching, e(x), es 
la probabilidad condicional de recibir 
tratamiento (D=1) dado un vector de variables 
observables X, es decir, e(x)=P(D=1/X). 
El propensity Score generalmente es 
desconocido, sin embargo, se puede estimar 
mediante una regresión logística binaria 
logit o probit (Winship & Morgan, 1999). El 
modelo logit asociado esta dado en (4), donde 
Di es la condición de tratamiento que toma 
un valor 1 si el individuo está en el grupo de 
tratamiento y 0 si el individuo está en el grupo 
de control para cada individuo i=1,2,…,N,  

Se generan dos resultados potenciales, 
el primero en ausencia del tratamiento al 
individuo i denotado por y0i y el segundo en 
presencia del tratamiento para el individuo i 
denotado por y1i. Los resultados potenciales 
se presentan en situaciones contrafactuales 
ya que y1i representa el salario hipotético que 
hubiera obtenido el individuo i (que no ha 
sido sometido al tratamiento) si hubiera sido 
sometido al tratamiento.

El efecto causal del tratamiento para el 
individuo i se define como la diferencia entre 
ambos resultados potenciales dado en (1).
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el vector de variables observables es Xi y el 
vector de regresión de parámetros es βi.

Aunque Di no es una función lineal de Xi 
ésta es una variable transformada a través 
de una función Logit. La condición es que el 
tratamiento es independiente a los resultados 
potenciales, el cual se logra condicionando 
un vector X de variables observables.

El proceso se puede resumir en tres pasos:

Primero, se estima el Propensity Score (PS) 
mediante el modelo de elección binaria. Se 
espera que la distribución conjunta entre 
todas las variables observables sea igual 
para cada grupo (tratamiento y control). 
Con ese propósito, los valores estimados 
del PS se dividen en estratos, contrastando 
las diferencias existentes entre los grupos. Si 
las diferencias no son significativas se acepta 
la distribución conjunta, caso contrario, se 
añaden potencias de orden superior de las 
variables observables e interacción entre 
las mismas hasta que se acepte la igualdad 
de la distribución conjunta de variables 
observables entre ambos grupos.

Segundo, las observaciones se ordenan 
en forma ascendente de acuerdo al valor 
estimado del PS. Los valores estimados  
extremos del PS del grupo de comparación 
son descartados. Con las observaciones 
restantes, se procede al emparejamiento de 
cada individuo del grupo de tratamiento con 
el grupo de control que tenga Propensity 
Score más próximo.

Finalmente, se calcula el efecto medio del 
tratamiento ATE mostrado en (5), donde Yi es 
el salario de los individuos pertenecientes al 
grupo de tratamiento y de control.

2.2 COARSENED EXACT MATCHING 
(CEM)

CEM es parte de los métodos matching 
conocidos como “Monotonic Imbalance 
Bounding” (MIB) que muestra mejores 
rendimientos que los otros métodos matching 
(Iacus, King, Porro, 2011). El balance entre 
el grupo de control y tratamiento implica que 
la distribución conjunta de las covariantes X 
en más similar entre los dos grupos. CEM 
trabaja en muestras y no requiere supuestos 
sobre el proceso generador de datos, es 
un método que mejora el balance entre el 
grupo de control y tratamiento, por tanto, 
el desequilibrio no será mayor a la que el 
investigador puede definir ex ante.

Para medir el imbalance se construye un 
histograma multidimensional de las celdas 
generadas por un producto cartesiano 
H(X1)x…xH(Xk)=H(X). El imbalance 
multivariado se muestra en (6), donde, f y g 
son las distribuciones de frecuencia relativa 
para el grupo de tratamiento y control 
respectivamente.

Si, f m  y g m  son las distribuciones de 
frecuencia relativa para emparejar el grupo 
de tratamiento y control respectivamente. 
Entonces, un buen método matching 
cumple que  .  Si   se 
dice que las dos distribuciones de datos 
son completamente diferentes y si , las 
distribuciones son exactamente iguales. Si 
por ejemplo , solamente el 30% de la 
densidad de los dos histogramas se solapan.
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El algoritmo CEM puede resumirse en tres 
pasos. Primero, se recodifica cada variable 
de tal manera que los valores indistinguibles 
se agrupan y se asigna el mismo valor 
numérico (coarsar). Segundo, el algoritmo 
CEM crea un set de estratos, sϵS, cada uno 
con el mismo valor coarsado de X y con por 
lo menos una unidad de tratamiento y una 
unidad de control. Se aplica el algoritmo 
matching exacto a los datos coarsados para 
determinar los emparejamientos. Tercero, los 
estratos solamente con unidades de control o 
tratamiento se eliminan y se toman en cuenta 
solamente los estratos que tienen al menos 
una unidad de tratamiento y una unidad de 
control. El algoritmo CEM asigna los pesos 
mostrados en (7), donde, T s son las unidades 
tratadas en el estrato s, es la cantidad de 
unidades tratadas en el estrato s,  CS son las 
unidades de control en el estrato s,        es 
la cantidad de unidades de control en el 
estrato son el número de unidades 
emparejadas en grupo de tratamiento y 

El efecto medio de tratamiento de la 
muestra (SATT) y de la población (PATT) se 
presentan en (8), donde, TEi=Yi(1)-Yi(0), es 
el efecto de tratamiento de la unidad i, nT es 
la cantidad de elementos en el set de índices 
de unidades tratadas T en la muestra, T* es 
el set de índices de unidades tratadas de la 
población y NT es la cantidad de elementos 
en T*. SATT es un estimador insesgado de 
PATT de tal forma que E(SATT)=PATT.

control respectivamente. Los valores 
no emparejados reciben un peso igual 
a cero, o sea, wi=0, por tanto son 
eliminados. En tal sentido, CEM impone 
un matching exacto entre individuos 
evitando problemas con imposiciones 
arbitrarias de medidas de distancia. 

Tabla1
Departamento de La Paz: Distribución de municipios por región

Fuente: Plan de Desarrollo del Departamento Autónomo de La Paz al 2020
*Municipios que no fueron encuestados
Elaboración Propia
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3. DATOS

El presente artículo utiliza los datos de la 
encuesta sociodemográfica realizada por 
la Universidad Mayor de San Andrés y el 
Gobierno Autónomo Departamental de La 
Paz entre las gestiones 2010 y 2012.

El objetivo de la encuesta fue conformar una 
línea base de información estadística que 
permita realizar un diagnóstico de la situación 
socio – demográfica y productiva para el 
planteamiento de políticas y la planificación 
de los municipios de las 7 regiones del 
Departamento de La Paz.

Según el Plan de Desarrollo del Departamento 
Autónomo de La Paz al 2020, el departamento 
de La Paz tiene 7 regiones de planificación 
las cuales son; Altiplano Norte, Altiplano 
Sur, Yungas, Amazonía, Valles Norte, Valles 
Sur y Metropolitana. La Tabla 1 muestra  la 
conformación de los municipios incluidos en 
cada una de las regiones.

La información contenida en la Base de 
datos de la encuesta Sociodemográfica es 
representativa para hallar resultados de 
los municipios, provincias y regiones del 
Departamento de La Paz, en tal sentido 
proporciona estimadores robustos a los 
niveles mencionados. La muestra es de 
33.011 personas del departamento de La 
Paz que forman parte de la población 
económicamente activa3   y que declaran 
tener algún salario. De la muestra total del 

3 Se considera a la Población Económicamente 
Activa a las personas mayores a 10 años que declararon 
trabajar al menos una hora la semana pasada a la 
encuesta y aquellos que no trabajaron por licencia o 
que atendieron o ayudaron en cultivos agrícolas o en 
algún negocio familiar o buscaron trabajo.

departamento de La Paz, 4.833 corresponden 
a la región Altiplano Sur, 5.341 a Altiplano 
Norte, 4.295 a Yungas, 4.154 a Amazonía, 
3.657 a Valles Norte, 3.932 a Valles Sur y 
6.799 a la región Metropolitana. El total 
de población incluida en la base de datos 
de la encuesta es de 103.054 personas.

 4. RESULTADOS

Las disparidades salariales se remontan a 
diferencias en la composición de habilidades 
de la fuerza laboral (Combes, Duranton & 
Gobillon, 2008). En tal sentido, el vector 
de variables observables X está conformada 
por variables cuantitativas y cualitativas 
que suponemos que inciden en las variables 
salario las cuales son; edad, años promedio 
de escolaridad, años de experiencia4 , genero, 
estado civil, área, relación de parentesco y 
categoría ocupacional. El grupo de tratamiento 
está conformado por los individuos que viven 
en la región Metropolitana y los grupos de 
control son los individuos que viven en otras 
regiones del departamento de La Paz.

La Tabla 2 muestra la diferencia de la 
media y la desviación estándar entre la 
región Metropolitana y el resto de las 
regiones, de las variables utilizadas para 
el emparejamiento. A primera vista el 
promedio del salario5   es mayor en la región 
metropolitana al resto de las regiones. Las 
variables cuantitativas presentan diferencias 
aparentemente significativas. Las variables 
Dummy relacionadas con el género, estado 
civil, relación de parentesco con el jefe de 
hogar y la categoría ocupacional presentan, 
de la misma manera, muestran diferencias 
4 La experiencia (Exp) es igual a la edad 
(Edad) menos los años promedio de escolaridad (Esc) 
menos seis (Exp=Edad-Esc-6)..
5       Se eliminaron valores atípicos encontrados 
por debajo del percentil 1 y por encima del percentil 
99. 
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entre ambos contextos geográficos. Las 
diferencias apreciadas en las variables para el 
emparejamiento son evidencia preliminar de 
que la diferencia del salario podría deberse 
a otros factores asociados a la productividad 
(Enriquez & Paredes, 2014) y no así a la 
condición de vivir en una región específica.   

Las diferencias en media pueden ser 
encontradas con un análisis de regresión 
simple.  La Tabla 3 muestra los resultados de 
la regresión lineal simple utilizando como 
variable dependiente al salario y como variable 
independiente a la variable dummy (Reg 7) 
que toma el valor 1 si la persona pertenece a 

Tabla 2
Departamento de La Paz: Media y Desviación estándar de las variables para emparejamiento 

por región

Tabla 3 
Diferencia de salario de la población entre la región metropolitana vs otras regiones sin 

emparejamiento

Fuente: Elaboración propia con datos de la encuesta sociodemográfica (2010 - 2012)

la región metropolitana y 0 si pertenece a otra 
región. Los resultados indican que el vivir 
en la región metropolitana tiene una prima 
positiva de 465 Bs a diferencia de vivir en 
otras regiones. Sin embargo, estos resultados 
no toman en cuenta las variables propias de 

cada individuo que podrían estar afectando 
la variable salario. El presente artículo utiliza 
un método de emparejamiento que considera 
a individuos con características similares con 
el propósito de eliminar las diferencias entre 
covariantes.

Fuente: Elaboración propia con datos de la encuesta sociodemográfica (2010 - 2012)
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El estadístico   mide el imbalance entre 
la distribución conjunta de las covariantes 
entre el grupo de control y tratamiento. La 
Tabla 4 muestra el cálculo de los imbalances 
antes y después del emparejamiento, el 
valor de la distancia multivariada reduce 
0,56 a 0,26 lo que muestra que un buen 
emparejamiento produce una reducción en 
el sesgo de la diferencia de medias. Por otro 

lado, los imbalances univariados reducen 
drásticamente después del emparejamiento. 
También se aprecia que el total de individuos 
pareados es de 87.150 que corresponde al 
85% de la muestra de la población total. Una 
vez realizado el emparejamiento, utilizamos 
los pesos generados por el CEM para medir 
el SATT con los valores pareados. La tabla 
5 muestra la diferencia de salario entre el 

Tabla 4 
Cálculo del imbalance antes y después del emparejamiento

Tabla 5 
Diferencia de salario de la población entre la región metropolitana vs otras regiones con 

emparejamiento

Fuente: Elaboración propia con datos de la encuesta sociodemográfica (2010 - 2012)

Fuente: Elaboración propia con datos de la encuesta sociodemográfica (2010 - 2012)
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grupo de tratamiento y control después del 
emparejamiento. El SATT es de Bs. 283, 
mismo que es significativo, lo cual expresa 
que el individuo  que vive en la región 
metropolitana gana más que un individuo 
que vive en otras regiones del departamento 
de La Paz.

5. CONCLUSIONES

La inferencia causal estudia la estimación de 
efectos causales de una variable de interés. 
La medición de efectos causales podría 
realizarse mediante datos experimentales 
y no experimentales. La estimación de 
efectos causales mediante datos observables, 
tales como, encuestas, censos y registros 
administrativos, es utilizada como una 
alternativa cuantitativa a la imposibilidad de 
diseñar experimentos aleatorios (Winship & 
Morgan, 1999). Los métodos matching son 
una alternativa para medir efectos causales 
mediante datos observables.

El presente artículo aplica el método de 
Coarsened Exact Matching (CEM) que son 
parte de los métodos matching para medir la 
diferencia del salario entre los habitantes de la 
Región Metropolitana (Tratamiento) versus 
los habitantes de otras regiones (Control) 
del departamento de La Paz. Los resultados 
descritos en la sección 4 muestran que el 
CEM es un método de emparejamiento que 

en primer lugar disminuye el desbalance 
entre covariantes propias del individuo, lo 
que asegura una homogeneidad entre grupos, 
mostrando una mejora en el estadístico L1. Lo 
cual implica que utilizar este método puede 
reducir los sesgos de la diferencia de medias. 

En segundo lugar, nos permite utilizar los 
datos de la encuesta Socio demográfica para 
medir la diferencia de medias que no sean 
afectadas por variables particulares de cada 
individuo y que pueden influir en la variable 
salario por tanto se usa datos transeccionales 
y no se depende de un experimento aleatorio. 
En tercer lugar, se verifica que existe una 
diferencia en el salario de la población que 
vive en la región Metropolitana versus otras 
regiones. El vivir en la región metropolitana, 
tiene un premiun de Bs. 283 más que vivir en 
otras regiones. 

La Región Metropolitana contiene a las 
ciudades de La Paz y El Alto, que según el 
Censo Nacional de Población y Vivienda 
2012 juntos tienen una población de 
1.605.725 habitantes y representa 59% de 
la población total del departamento. Esta 
aglomeración de los habitantes podría estar 
generando economías a escala, que podrían 
explicar el premio de vivir en la región 
metropolitana, hecho que puede ser estudiado 
posteriormente mediante las teorías de 
economías de aglomeración. 
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RESUMEN

PALABRAS CLAVE

Tablas de vida para cohortes de personas son raramente elaboradas en el país debido principalmente 
a limitaciones de la información.  Las encuestas de demografía y salud, sin embargo, son 
probablemente la única fuente valiosa de información en nuestro medio para este propósito. 
El presente trabajo tiene como propósito construir tablas de vida de cohorte para los primeros 
doce años de vida, incorporando elementos de inferencia estadística. Para el tramo de edad de 
0 a 12 años, los niños bolivianos viven en promedio 10.6 años de vida. En áreas urbanas este 
promedio alcanza a 11.0 años mientras en áreas rurales se reduce a 10.1 años. Estadísticamente, 
las diferencias de mortalidad entre las cohortes de niños urbanos y rurales están en el primer 
año de vida. No se registran diferencias estadísticamente significativas en el intervalo de edad 
de 1 a 12 años. En consecuencia, se recomienda que las políticas de salud, nutricionales y otras, 
orientadas a reducir la mortalidad en los primeros años de vida estén focalizadas principalmente 
en áreas rurales del país y en el tramo de edad de 0 a 1 año.

Tabla de vida de cohorte, Tasa de mortalidad infantil, Esperanza de vida.

1. INTRODUCCIÓN

La tabla de vida proporciona varios 
indicadores importantes del estado de salud 
de la población, como las probabilidades de 
muerte y las esperanzas de vida a distintas 
edades. Su utilidad, sin embargo, no solo se 
limita al campo de la salud, también tiene 
importantes aplicaciones en áreas de la 
educación, empleo y migración, entre otros 
temas.

Cuando la información con la que se 
construyen las tablas de vida proviene de 
encuestas por muestreo, estos indicadores 
normalmente son construidos sin hacer 
referencia a su precisión.  Actualmente, sin 
embargo, se han desarrollado metodologías 
bastante robustas para hacer inferencia 
estadística sobre las funciones de una tabla 
de vida. El propósito de este trabajo está 
relacionado con este aspecto.

2. OBJETIVO

Construir una tabla de vida de cohorte para 
el país y las áreas de residencia urbana y 
rural, para los primeros doce años de vida, 
incorporando elementos de inferencia 
estadística. 

La fuente de información adecuada en el país 
para elaborar una tabla de vida de cohorte 
para los primeros 12 años de vida es la 
Encuesta Nacional de Demografía y Salud. 
Para el presente caso se usa la del año 2008 
(ENDSA 2008). La citada encuesta incluye 
un módulo relacionado con la historia de 
nacimientos. Es esta historia que permite 
construir la tabla para los primeros doce años 
de vida.

Para la construcción de la tabla de vida 
de cohorte se consideró los nacimientos 
ocurridos en el año 1996, grupo que en el año 
2008 tendría alrededor de los 12 años.

TABLA DE VIDA DE COHORTE. INFERENCIA ESTADÍSTICA

Artículo de Investigación
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3. METODOLOGÍA

Una tabla de vida de cohorte describe la 
experiencia de mortalidad de un grupo de 
personas desde el nacimiento de la primera 
persona hasta la muerte del último miembro 
del grupo.

En lo que sigue, la edad x se trata como una 
variable continua.  La tasa de mortalidad 
instantánea, también conocida como la tasa 
de riesgo o fuerza de mortalidad a la edad x, 
es denotada por h(x) y es definida como

o equivalentemente

donde l(x) es la función de sobrevivencia a la 
edad exacta x. Tratando la relación (1) como 
una ecuación diferencial se obtiene

donde l(0) es la raíz de una tabla de vida.

Si l(0)=1, la función densidad de probabilidad 
de morir a la edad exacta x está dada por:

A partir de esta función de densidad se puede 
obtener una serie de funciones importantes. 
Por ejemplo, la probabilidad condicional de 
que una persona de la cohorte muera en el 
intervalo de edad [x,x+n) dado que llegó con 
vida hasta la edad x, representada por nqx, 
queda expresada como

De manera complementaria, la probabilidad 
condicional de que la persona de la cohorte

viva hasta la edad x+n dado que llegó con 
vida hasta la edad x se la obtiene como

Ahora, si la variable aleatoria X representa 
la edad a la que va a morir una persona de 
la cohorte, su valor esperado condicional, 
condicionado a que la persona va a morir 
después de alcanzar la edad x, es dado por

donde T(x) representa el tiempo de vida que 
queda a partir de la edad x y se la expresa 
como

De la relación (2) se tiene que la esperanza 
de vida a la edad x, ex, queda definida como

Ahora, si la edad discretizada toma los 
valores i=0,1,…,w, siendo w la edad máxima, 
la probabilidad de sobrevivencia se la puede 
estimar como

cuya varianza está dada por

donde 
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La probabilidad de que una persona de edad 
i llegue con vida a la edad j es un indicador 
importante tanto en demografía como en el 
área de la salud. El estimador de la probabili-
dad de estar vivo en el intervalo de edad (i,j) 
se lo puede expresar como

puesto que para que una persona de la 
cohorte sobreviva al intervalo (i,j) también 
debe sobrevivir cada intervalo intermedio. 
Remplazando (3) en (5) se tiene

Esta relación permite derivar la varianza 
muestral de p ̂ij como

Por otra parte, la varianza muestral de la 
esperanza de vida estimada a la edad α,    , se 
la puede obtener a partir del hecho de que la 

Usando este hecho se tiene que la varianza 
muestral de la esperanza de vida está dada 
por:

donde di representa el número de muertes a 
la edad i.

4. RESULTADOS

Para la construcción de las tablas de vida de 
cohorte se usó la información de la ENDSA 
2008. La cohorte estudiada comprende los 
nacimientos ocurridos en el año 1996, grupo  
que en el año 2008 tiene alrededor de los 12 
años.  

En el Cuadro 1 se exhiben tanto las 
probabilidades de muerte como las esperanzas 
de vida a determinadas edades de los niños. 
Estos mismos resultados son expuestos en 
los Gráficos 1.1 y 1.2. 

 es la media muestral de futuros tiempos 
de vida . Esto es,

Cuadro 1
Bolivia: Probabilidades de morir y esperanzas de vida a determinadas edades para la 
cohorte de nacimientos de 1996, por área de residencia, a partir de la ENDSA de 2008

Fuente: Elaboración propia
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Gráfico 1.1
Bolivia: Probabilidades de morir (por mil) 
a determinadas edades para la cohorte de 

nacimientos de 1996, por área de residencia, a 
partir de la ENDSA de 2008

Gráfico 1.2
Bolivia: Esperanzas de vida a determinadas     

edades para la cohorte de nacimientos de 1996, 
por área de residencia, a partir de la ENDSA de 

2008

Una tabla de vida de cohorte permite estudiar 
la experiencia de mortalidad, en el tiempo, 
de una determinada generación de personas.  
De los resultados expuestos en el Cuadro 1, 
la probabilidad de morir en el primer año de 
vida para los nacidos en 1996 es 74 por cada 
mil nacidos vivos.  Este valor es coherente 
con la estimación de la tasa de mortalidad 
infantil para el periodo 1993-1998, obtenida 
con otro método y publicada oficialmente 
por el Ministerio de Salud y el INE (76 por 
mil nacidos vivos). A partir del segundo 
año de vida la probabilidad de morir de la 
cohorte desciende fuertemente y de manera 
sistemática. También puede observarse que 
las principales diferencias en los niveles de 
mortalidad entre áreas urbanas y rurales se 
reflejan principalmente en el primer año de 
vida. En efecto, la probabilidad de morir en el 
primer año de vida para los nacidos en 1996 
en el área rural es más del doble que en el área 
urbana, 109 y 44 por mil, respectivamente.   

En materia de salud, la esperanza de vida 
es uno de los indicadores más importantes. 
Tomando en cuenta que el análisis abarca solo 
los primeros 12 años de vida, la cohorte de 
nacimientos en 1996 tiene una esperanza de 

vida de 10.6 años.  A medida que transcurre 
el tiempo, la esperanza de vida de la cohorte 
se reduce gradualmente.  Cabe notar, sin 
embargo, que la reducción más importante en 
la esperanza de vida de la cohorte se registra 
en el primer año de vida, esto como resultado 
de la más alta probabilidad de muerte en este 
tramo de edad.  Por otra parte, la principal 
diferencia entre las esperanzas de vida de la 
cohorte urbana y la cohorte rural se marca 
en el primer año de vida.  Una esperanza de 
vida de 11 años para la cohorte urbana frente 
a 10.1 años para la cohorte rural. A partir 
del segundo año de vida las esperanzas de 
vida de ambas cohortes son similares, lo que 
confirma que las diferencias de mortalidad 
entre ambas áreas residen básicamente en el 
primer año de vida.

El Cuadro 2 exhibe los límites de confianza 
para las esperanzas de vida de ambas 
cohortes, urbana y rural, considerando un 
nivel de confianza de 95%; mientras el 
Gráfico 2 muestra estos mismos límites, 
donde las líneas de color rojo representan los 
limites inferior y superior para las esperanzas 
de la cohorte urbana y las de color verde para 
la cohorte rural.

Fuente: Elaboración propia Fuente: Elaboración propia
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Cuadro 2
Bolivia: Límites de confianza para las esperanzas de vida de las 

cohortes urbana y rural, a partir de la ENDSA 2008

Fuente: Elaboración propia

A partir de este análisis inferencial se constata 
que las diferencias de mortalidad entre ambas 
cohortes, urbana y rural, residen básicamente 
en el primer año de vida. En efecto, la 
esperanza de vida al nacer para la cohorte 
urbana es significativamente superior a la de 
la cohorte rural; en cambio, no hay evidencia 
estadística de que las esperanzas de vida de 
ambas cohortes, después del primer año de 
vida, sean distintas. Por ejemplo, se puede 
afirmar con  95%  de seguridad que la esperanza 

de vida al nacer para la cohorte urbana está 
entre 10.8 y 11.2 años, intervalo de confianza 
superior al de la corte rural, el cual fluctúa 
entre 9.8 y 10.3 años. En consecuencia, se 
recomienda que las políticas de salud y otras 
políticas relacionadas con la salud, como son 
la nutrición y las condiciones sanitarias, tiene 
que estar orientadas fundamentalmente a 
mejorar las condiciones de salud en el primer 
año de vida y focalizadas principalmente en 
áreas rurales del país.

Gráfico 2
Bolivia: Límites de confianza para las esperanzas de vida de las 

cohortes urbana y rural, a partir de la ENDSA de 2008

Fuente: Elaboración propia
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CÁLCULO DE LAS PRIMAS TIPO POOLING Y PRIMAS 
DIFERENCIADAS EN EL SECTOR DE SEGUROS DE 

SALUD Y LA PROBABILIDAD DE OCURRENCIA, 
A PARTIR DE LA ENCUESTA A HOGARES 20091

1 Se trabajó con la encuesta a hogares 2009 porque después de esa encuesta cambia la periodicidad de las 
preguntas con respecto a gastos en salud (del último mes al último año), de tal forma que los gastos registrados en 
posteriores encuestas parecen estar subestimados.

Lic. Crespo Chuquimia, Mercy
 mercy_0074@hotmail.com

RESUMEN

PALABRAS CLAVE

Muchas veces nos preguntamos por qué las primas de los seguros de salud son tan elevadas 
y además diferenciadas por grupos de edad. En este documento se muestra la metodología de 
cálculo de las primas en seguros de salud tipo Pooling y diferenciadas, a partir de los datos de la 
Encuesta a Hogares 2009, realizado por el INE de Bolivia.

Seguros de salud, Primas, pooling.

1.  INTRODUCCIÓN

Existen diversos trabajos referentes al 
mercado de los seguros de salud entre los que 
destacan: El trabajo de Rothchild y Stiglitz, 
donde trata el tema de la incertidumbre 
por parte de las aseguradoras que no saben 
las condiciones de salud de los individuos. 
Existiendo dos tipos de individuos de alto 
y bajo riesgo. Un equilibrio agrupador 
beneficiaría a los primeros, pero perjudicaría 
a los segundos porque se estaría subsidiando 
a los individuos de alto riesgo. Finalmente 
llegan a la conclusión de que un equilibrio 
de “pooling” no es posible en este modelo. 
En cambio, sí hay las condiciones para 
un equilibrio separador, aunque no 
necesariamente se alcance. 

El trabajo de Grossman analiza un 
equilibrio no-Nash con “pooling”. Ya que 
las aseguradoras pueden negarse a aceptar 
determinados individuos riesgosos, entonces, 
éstos tendrán el incentivo necesario para 

comportarse como si fueran de bajo riesgo. 
Si, por ejemplo, las aseguradoras crearan un 
nuevo plan más conveniente para el grupo 
de bajo riesgo, los individuos de alto riesgo 
imitarían el comportamiento del otro grupo, 
aunque no les fuera conveniente, porque si 
no serían revelados como son realmente (alto 
riesgo). Entonces el equilibrio “pooling” es 
viable.

Neudeck y Podczek consideran que puede 
darse un equilibrio de “pooling”, separador 
y mixto, pero bajo ciertas condiciones. Para 
la existencia del equilibrio separador la 
condición es un gran número de individuos 
de alto riesgo, de modo que el “pooling” 
es costoso; para el equilibrio “pooling” 
un pequeño número de individuos de alto 
riesgo y conducta no-Nash. También tratan 
el tema de los seguros privados y públicas, el 
problema del descreme por parte del sector 
privado.

Artículo de Investigación



Lic. Crespo Chuquimia Mercy
Cálculo de las primas tipo pooling y primas diferenciadas en el sector de seguros de 

salud y la probabilidad de ocurrencia, a partir de la encuesta a hogares 2009

18
Instituto de Estadística Teórica y Aplicada

2.  ELEMENTOS DEL MERCADO DE 
SEGUROS DE SALUD

En el trabajo de García (1999) se desarrolla 
un modelo en base a los trabajos antes 
señalados. El problema de la oferta o mejor 
dicho de las empresas aseguradoras del 
mencionado modelo servirá de base para la 
determinación de la prima en el seguro de 
salud en el caso boliviano.

Los principales supuestos del modelo son:

•	 Hay dos tipos de individuos diferenciados 
en función de sus probabilidades de 
enfermedad y/o accidente: de alto riesgo 
(PH) y de bajo riesgo (PL).

•	 La probabilidad de ocurrencia de la 
enfermedad y/o accidente es P.

•	 Existe una proporción conocida de la 
población de alto riesgo (µ) y el resto de 
bajo riesgo (1-µ), cuando 0 < µ < 1.

•	 Los individuos que contraten un seguro 
de salud pagarán una fracción de sus 
ingresos.

•	 La prima que paguen los individuos será 
α1 y la cobertura de α2. 

•	 Se maximiza la utilidad esperada 
según la función VNM (Von Neuman-
Morgenstern).

2.1  DEMANDA 

Los seguros de salud pueden ser tanto públicos 
como privados y dependiendo de cuál se 

hable existe una diferencia fundamental en la 
afiliación. Mientras en los seguros privados 
la afiliación es voluntaria para los seguros 
públicos generalmente (lo cual se cumple en 
Bolivia) son obligatorios2 .

En el caso privado (voluntario), como se 
mencionó anteriormente, se demandará un 
seguro de salud no tanto por la incertidumbre 
de su salud como por la aversión al riesgo 
financiero del mismo. La erogación en la que 
incurra por la enfermedad afectará la riqueza 
del individuo y esto es algo que desea evitar.

Ciertamente la demanda del seguro no solo 
dependerá de la aversión al riesgo, sino 
también (y quizá en mayor medida) del valor 
de la prima. Una prima de seguro se puede 
definir como el precio o contraprestación que 
cobra la empresa aseguradora al asegurado 
por el servicio prestado, es decir, por la 
cobertura de riesgo en un periodo de tiempo 
determinado.

Siguiendo con el modelo, el individuo que 
demande o compre un seguro de salud lo que 
buscará es maximizar su utilidad esperada 
que está en función a la probabilidad de 
ocurrencia del evento (enfermedad y/o 
accidente) además del contrato de seguro 
(prima y cobertura).

2.2  OFERTA

Las empresas ofrecen sus servicios basándose 
en la prima que cobren. En un mercado 
exclusivamente privado esta oferta podría 
crecer y crear una competencia que redujera 
la prima. Pero en muchos países, incluido el 
nuestro, existe el seguro público obligatorio 
que modifica la situación. 
2  La afiliación obligatoria del seguro público responde 
más que nada a razones prácticas, mientras mayor sea el número de 
asegurados menor (o al menos más próximo a la media) el riesgo de 
los individuos. Es decir, en cierto sentido se distribuye el riesgo en 
la población.
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Con el fin de incrementar el beneficio las 
empresas aseguradoras pueden recurrir 
a diversos mecanismos: los deducibles, 
copagos, topes, alianzas, entre otras.

El problema principal de las empresas es 
maximizar su beneficio que está sujeto a 
lo que reciben por concepto de prima, la 
cobertura que ofrecen y, principalmente, de 
la probabilidad de ocurrencia del evento. 

La determinación de esta probabilidad (P) 
representa gran parte del problema en los 
seguros de salud ya que es en este elemento 
que se encuentra la asimetría.

2.3  LA PRIMA

Una forma de estimar la prima de salud 
mostrada en el trabajo de Baeza y Copetta 
(1999) es mediante la fórmula:

Donde:

                   
  

P$: Precio del seguro Cf: Costo financiero

Cac: Costo actuarial Cm: Costo márketing

Pe: Probabilidad del evento Cc: Costo de claim

q: Cantidad de los servicios Ci: costo de información

p*q: costo del evento U: Utilidades
Tx: Impuestos
e: Error (varianza)

Ciertamente el componente principal de ésta 
fórmula es el costo actuarial o técnico que 
tiene la probabilidad de ocurrencia del evento. 
Con la determinación del costo actuarial 
en cierto sentido se tiene solucionado el 
problema de la prima.

Otra forma de determinar la prima es bajo el 

modelo propuesto anteriormente, mediante 
la solución del problema de la empresa 
aseguradora. Pero en este caso puede 
ofrecerse un contrato agrupador (pooling) o 
un contrato diferenciado a los individuos. 

Cuando se habla del contrato agrupador la 
fórmula para el cálculo es:

Y para el contrato diferenciado la fórmula 
matemática es:

Usualmente la diferenciación en los 
contratos no solo depende de la probabilidad 
de ocurrencia del evento, sino también de 
características de los individuos que se pueden 
llamar índices3 . Los ejemplos más comunes 
de estos índices son la edad y el género ya 
que se considera que los niños y ancianos 
son grupos más riesgosos en comparación al 
resto de la población, igualmente las mujeres 
en edad fértil serían más riesgosas que los 
hombres.

3. EL SEGURO DE SALUD 
EN BOLIVIA

Para aproximarnos a la estimación de una 
prima en el mercado de los seguros de salud 
tomamos en cuenta la Encuesta de Hogares 
del año 2009 (EH) realizada por el Instituto 
Nacional de Estadística.

Un primer elemento importante de la EH 
respecto a los seguros de salud es la cobertura 
3  Spence en su estudio sobre la señalización en el 
mercado de trabajo hace una distinción entre una señal y 
un índice. Las características observables de un individuo 
que pueden ser modificadas por él mismo son las señales, 
mientras que los atributos observables pero inalterables son 
los índices.



Lic. Crespo Chuquimia Mercy
Cálculo de las primas tipo pooling y primas diferenciadas en el sector de seguros de 

salud y la probabilidad de ocurrencia, a partir de la encuesta a hogares 2009

20
Instituto de Estadística Teórica y Aplicada

en el área urbana mostrada en la tabla 1 así 
como también la distribución de la población 
asegurada de la tabla 2. 

Tabla 1 
Tenencia de seguro en Bolivia - Urbano

Seguro Número de 
personas

Participación
(Porcentaje)

Público 2.305,131 33,9
Privado 237,273 3,5
Otro 43,675 0,6
Ninguno 4.216,784 62,0
Total 6.802,863 100.0

 Fuente: Elaboración propia con la Encuesta a Hogares 
2009. INE

Tabla 2 
Bolivia – Urbano: Tipos de Seguros de Salud

Seguro Número de 
personas

Participación
(Porcentaje)

Caja de salud 1.297,378 19,1
SUMI 508,581 7.5
SSPAM 
(seguro de salud 
para el adulto mayor)

119,765 1,8

Otros seguros 
públicos 379,407 5,6

Seguro privado 237,273 3,5
Otro 43,675 0,6
Ninguno 4.216,784 62,0
Total 6.802,863 100,0

Fuente: Elaboración propia con la Encuesta a Hogares 
2009. INE

Del total de la población urbana de Bolivia 
en 2009, solamente el 38% contaba con 
algún tipo de seguro de salud mientras el 
restante 62% no contaba con ningún seguro. 
Este dato muestra que existen más de 4 
millones de personas que estarían de alguna 
forma desprotegidas en cuanto a salud se 
trata. Si observamos la participación en base 
al seguro el 19,0% está afiliado a la caja de 
salud que forma parte del seguro público. 
Vale la pena recordad que este seguro público 
es de carácter obligatorio para los empleados 
públicos.

Tratando de encontrar la razón por qué las 
personas no optan por un seguro de salud 
privado de forma espontánea (voluntaria), 
podemos mencionar que un factor importante 
sería el alto monto de las primas que cobran 
las empresas aseguradoras en comparación al 
nivel de ingresos de nuestro país.

Veamos una desagregación de los ingresos 
en quintiles en el área urbana de Bolivia en 
la tabla 3.

Tabla 3 
Bolivia – Urbano: Ingresos de los hogares

Quintiles
(Bolivianos) Porcentaje

20 – 1.350 20

1.350 – 2.177 20

2.177 – 3.294 20

3.294 – 5.044 20

5.044 y más 20
Fuente: Elaboración propia con la Encuesta a Hogares 

2009. INE

Lo más relevante de este cuadro, es el hecho 
que el 60% de los hogares en 2009 tenía un 
ingreso por debajo de Bs. 3.294 lo que nos 
muestra la realidad boliviana en cuanto a 
la disponibilidad de pagar por un seguro de 
salud privado.

4.  DETERMINACIÓN DE LA 
PRIMA DE SALUD

El precio de la prima de salud se puede 
determinar mediante la expresión matemática 
mostrada en el marco teórico:

Por otro lado, como señalamos, un criterio 
separador usual es aquel que considera el 
género y edad. Pero en el presente trabajo, 
por el análisis de los datos desagregados 
de la EH, consideramos por conveniente el 
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análisis solo por edad. 

Para calcular la probabilidad de ocurrencia del 
evento consideramos la respuesta a si gastó o 
no en salud de la EH como un aproximado. 
Entonces en la tabla 4 encontramos las 
probabilidades de enfermedad y/o accidente 
que se tiene en los diferentes grupos de edad. 
Los datos corresponden al mes de noviembre 
del año 2009, que seguramente se repiten 
(aproximadamente) en los demás meses del 
año.

Bajo el supuesto de que el gasto de salud 
reportado en la EH fuese el gasto que haría una 
aseguradora o, lo que es lo mismo, el costo del 
evento (p*q), podemos calcular la prima de 
salud para cada grupo de edad. Cabe aclarar 
que estos valores que se muestran en la tabla 
5, pueden estar subestimados principalmente 
si se considera el gasto promedio. Por esta 
razón se toma el gasto máximo.

Tabla 4 
Bolivia – Urbano: Gastó en salud en el 

último mes según edad

Edad
Gasto en salud en el último mes

No
(Porcentaje)

Si
(Porcentaje)

0-4 80,3 19,7

5-9 92,3 7,7

10-25 96,9 3,6

25-39 92,8 7,2

40-54 89,3 10,7

55-59 83,8 16,2

60-64 79,4 20,6

65 y más 77,6 25,4

Total 90,9 9,1
Fuente: Elaboración propia con la Encuesta a Hogares 

2009. INE

Tabla 5
Bolivia – Urbano: Gasto máximo y 

promedio por edad

Edad Gasto máximo
(Bolivianos)

Gasto
promedio

(Bolivianos)
0-4 900 136,5

5-9 3.800 223,2

10-25 5.200 311,2

25-39 4.080 344,4

40-54 8.000 571,3

55-59 7.000 717,6

60-64 18.000 1.078,5

65 y más 5.000 420,1
Fuente: Elaboración propia con la Encuesta a Hogares 

2009. INE

En los intervalos extremos de 0 a 4 años y de 
65 años y más, podemos ver que los montos 
gastados son bajos en comparación a la 
tendencia que se tiene en los otros grupos de 
edad y, por lo tanto, son contradictorios con 
la teoría. La explicación a este fenómeno es 
que estos intervalos cuentan con un seguro 
público gratuito que muy probablemente 
reduzca el gasto en el que tienen que incurrir 
estos individuos. En específico hablamos del 
Seguro Universal Materno Infantil (SUMI) 
y el Seguro de Salud Para el Adulto Mayor 
(SSPAM).

4.1  COSTO ACTUARIAL

Tomando en cuenta el gasto máximo en salud de 
los individuos juntamente con la probabilidad 
de enfermedad, podemos aproximarnos al 
costo actuarial o prima actuarialmente justa 
para dos casos: un contrato agrupador y un 
contrato diferenciado, el cual estará dividido 
por grupos de edad. En ambos casos el punto 
de vista que consideramos es el de la empresa 
aseguradora.
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Reemplazando los datos que se tienen en la 
tabla 4 y 5 tenemos como resultado los datos 
de la tabla 6.

Tabla 6
Calculo de 

Edad Pi
0-4 0,197 10,64 8,55 2,10

5-9 0,077 11,93 11,01 0,92

10-25 0,036 30,69 29,57 1,11

25-39 0,072 19,80 18,38 1,43

40-54 0,107 14,52 12,96 1,55

55-59 0,162 3,40 2,85 0,55

60-64 0,206 3,05 2,42 0,63

65 y más 0,254 5,98 4,46 1,52
Total 0,091 100,00 90,19 9,81

Fuente: Elaboración propia con la Encuesta a Hogares 
2009. INE

Ya que los datos son mensuales y, además, 
contamos con un monto mensual máximo 
que se registra en la tabla 5 podemos tomar 
una cobertura propuesta ad hoc como el 
promedio ponderado del máximo valor por 
proporción de la población     . Una ventaja 
de esta estimación es que en función a la 
cobertura propuesta se tendrá una prima 
diferente.

Con los datos:

La prima para el contrato agrupador será:

      

Esta prima será pagada de forma mensual, 
de tal forma que anualmente tendremos una 
cobertura de Bs 62.400.

b) La empresa ofrece contrato 
“Diferenciado”

Levantamos el supuesto de que la empresa no 

a) La empresa ofrece un contrato 
agrupador

Bajo el supuesto que la empresa no puede 
hacer ninguna diferencia entre los individuos 
y dado que en realidad tenemos los ocho 
grupos presentados en la tabla 4 con sus 
respectivas probabilidades, la empresa 
aseguradora ofrecerá un único contrato con 
una prima única para todos los individuos. 
Por lo tanto, el problema de la empresa 
aseguradora es el siguiente:

Donde:

: La prima que paga el individuo  úni-
co para todos

: La cobertura del seguro

: La probabilidad de enfermedad y/o 
accidente en el grupo i

: La proporción de individuos en el 
grupo i

Bajo el supuesto de que nos encontramos en 
un mercado competitivo y entonces podemos 
esperar un beneficio igual a cero. Entonces 
tenemos la siguiente condición:

    

(2)

Donde:  
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puede distinguir entre los individuos de alto 
y bajo riesgo y, dado que podemos conocer 
esas probabilidades, se ofrece un contrato 
diferenciado con una prima distinta para 
cada grupo de edad. Realizaremos el cálculo 
de las primas diferenciando solamente los 
grupos de edad.

El problema de la empresa aseguradora es el 
siguiente:

Donde:

: La prima que paga el individuo 
único para todos.

: La cobertura del seguro.

: La probabilidad de enfermedad y/o 
accidente en el grupo i.

: La probabilidad de estar sano en el 
grupo i.

De hecho ocurre lo siguiente: 

Si  entonces se cumple que  

y como consecuencia inmediata la prima en 
el grupo i será menor a la prima en el grupo j.

Veamos con los datos tomando en cuenta el 
valor máximo registrado como gasto médico 
por grupo de edad.

Tabla 7 
Cálculo de α1 con cobertura total para cada grupo

Edad Pi
0-4 0,20 4,08 900 220,80

5-9 0,08 11,99 3.800 317,01

10-25 0,04 26,52 5.200 196,06

25-39 0,07 12,89 4.080 316,55

40-54 0,11 8,35 8.000 958,57

55-59 0,16 5,17 7.000 1.353,22

60-64 0,21 3,85 18.000 4.670,03

65 y más 0,25 2,94 5.000 1.702,30
Fuente: Elaboración propia con la Encuesta a Hogares 

2009. INE

Las primas del grupo 0 – 4 años y 65 y más 
años, podrían estar subestimadas por los 
bajos montos registrados en la encuesta. 
Sin embargo, podremos realizar una mejor 
comparación tomando un solo monto de 
cobertura.

Ahora veamos las primas por grupo de edad 
con un solo monto de cobertura igual a Bs. 
5.200 mensuales. Esto lo hacemos con el 
fin de que sea comparable con el contrato 
agrupador.

Tabla 8 
Calculo de α1 con cobertura igual a 5200 mensual

Edad Pi

0-4 0,20 4,08 5.200 1.276

5-9 0,08 11,99 5.200 434

10-25 0,04 26,52 5.200 196

25-39 0,07 12,89 5,200 403

40-54 0,11 8,35 5.200 623

55-59 0,16 5,17 5.200 1.005

60-64 0,21 3,85 5.200 1.349

65 y más 0,25 2,94 5.200 1.771
Fuente: Elaboración propia con la Encuesta a Hogares 

2009. INE

En base a la información mostrada podemos 
constatar lo señalado en la teoría. Si se ofrece 
un contrato agrupador los individuos de alto 
riesgo se beneficiarán ya que poco a poco los 
seguros serán demandados por estos, dejando 
de lado al grupo de 5 – 39 años, pues la prima 
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que ellos pagarían en un contrato agrupador 
no refleja el riego de ese grupo.

5.  CONCLUSIONES

•	 El Mercado de seguros de salud no va de 
acorde a la realidad y nivel de ingresos 
de nuestro país, ya que los costos de la 
prima son muy elevados comparados a 
los ingresos de los hogares bolivianos.

•	 El porcentaje de la población que no tiene 
seguro de salud es de 62%. Dato que 
podríamos comparar con la informalidad 
del empleo en Bolivia.

•	 El costo de las primas de salud ofrecidas 
por las empresas se puede reducir y 
ajustar teniendo mucha más información 
acerca de los individuos. De esta forma 
las personas con riesgo bajo estarán 
mucho más conformes con la prima que 
pagará a la empresa.

•	 Ofrecer una prima de tipo “Pooling”, 
tendrá como consecuencia, un colapso 
en el mercado, de modo que solamente 
individuos de riesgo alto demandarán los 
seguros de salud y como consecuencia 
final el mercado de seguros de salud 
puede desaparecer.
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2 CENSOS, 10 AÑOS DE ENCUESTAS A HOGARES EN 
BOLIVIA TIEMPO DE REPONDERAR Y DEFINIR UN DISEÑO 

MUESTRAL COMPARABLE PARA LOS INDICADORES DE 
BIENESTAR1 

1 Este documento fue presentado en el 60th World Statistics Congress desarrollado en Rio de Janeiro, Brasil en 
Julio 2015.
2   Indice de Precios al Consumidor 

Lic. Chirino Gutiérrez, Álvaro
 achirino@aru.org.bo

RESUMEN

PALABRAS CLAVE

Este documento propone un diseño muestral para el periodo 2002 - 2012 de la serie de encuestas 
a hogares que llevo a cabo el Instituto Nacional de Estadística de Bolivia, el diseño se orienta 
en lograr un rendimiento muestral optimo en los indicadores de pobreza moderada y pobreza 
extrema a nivel departamental (primera unidad sub-nacional) y nacional.  Existen dos principales 
motivaciones para realizar este nuevo diseño; el primero, los diseños muestrales existentes en 
las encuestas de la serie difieren en varias características, como ser: la estratificación, la con-
glomeración, el marco muestral, la asignación de la muestra, el tamaño de muestra, et.al. Estas 
variaciones no permiten una lectura consistente de la evolución de los indicadores de bienestar 
a lo largo de estos años. La segunda motivación, es la pertinencia, el 2012 se realizó el último 
Censo de Población y Vivienda, los resultados de este censo muestran una estructura diferente a 
las proyecciones, que fueron la base de las estimaciones de las Encuestas a hogares. Y siguiendo 
las recomendaciones de la Naciones Unidas (2009) sobre las oportunidades de un nuevo censo, 
este es un momento idóneo para sugerir un nuevo diseño que traerá consigo la reponderación de 
la muestra.

Reponderación; Bolivia; Encuestas a hogares; Indicadores de Bienestar.

1. INTRODUCCIÓN

El Instituto Nacional de Estadística de 
Bolivia (INE), al igual que la mayoría de los 
países de la región, desarrolló los últimos 
años, encuestas a hogares (EH) orientadas 
a medir bienestar, esta práctica tuvo el 
incentivo inicial del Programa MECOVI del 
Banco Mundial. El 2001 Bolivia llevó a cabo 
el Censo Nacional de Población y Vivienda 
(CNPV) y como uno de los resultados 
naturales del censo, la información obtenida 
por éste, se convirtió en la base para el 
desarrollo de las encuestas, en noviembre 
de 2012 se realizó nuevamente el CNPV.  
En el periodo intercensal (periodo entre 
censos) se realizaron un total de 10 rondas 
de encuestas, desde el 2002 al 2012, algunas 

particularidades en este periodo son; el 
2003 y 2004 se realizó una encuesta de tipo 
contínua destinada a construir una  nueva 
canasta  familiar para el IPC2, de 2002 a 2005 
se empleó una nueva muestra como marco 
muestral, el 2010 no se realizó la encuesta, 
a partir del 2011 la encuesta casi duplicó el 
tamaño de muestra de viviendas.

Los cuadros 1 y 2 presentan un resumen acerca 
del diseño muestral del periodo intercensal, se 
verifica que en la serie no existe una relación 
respecto al diseño de un año a otro, es más, 
casi ningún año es similar en diseño al otro, 
esto motiva a pensar que las estimaciones 
que provienen de estas encuestas no son 
comparables completamente.  Así también, 
los resultados del CNPV-2012 muestran que

Artículo de Investigación
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Un  resultado aún más importante 
que el nacional son los referidos a los 
departamentales, estas son las primeras 
unidades sub nacionales de Bolivia y son los 
primeros actores locales de la política pública, 
es por ello que es necesaria una información 

adecuada al nivel del departamento, la 
estructura reflejada por la EH-2012 a nivel 
departamental difiere de lo obtenido en el 
CNPV-2012, esta diferencia se la presenta 
en la Figura 1, donde se observa claramente 
que existen departamentos con sub y sobre 
cobertura.

la estructura del país no es la misma a la 
cual expanden las EH, por ejemplo, la EH-
2012 expande a una población de alrededor 
10,874,551 habitantes, sin embargo, el 

CNPV-2012 registro un total de 10,059,856 
habitantes, más de 800 mil habitantes de 
diferencia.

Fuente: Elaboración propia

Fuente: Elaboración propia

Fuente: Elaboración propia

Cuadro 1 
Diseños muestrales de las Encuestas a Hogares en Bolivia 2002 a 2006

Cuadro 2 
Diseños muestrales de las Encuestas a Hogares en Bolivia 2007 a 2012

Figura 1 
Población estimada de la EH-2012 vs Resultados del CNPV - 2012
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Este documento plantea un diseño muestral 
expost, con el fin de poder generar 
estimaciones comparables y coherentes a los 
resultados del CNPV-2012 de toda la serie, 
el diseño muestral final es el resultado de 
un contraste en el rendimiento de muestreo 
de cinco propuestas alternativas de diseño y 
un ajuste en los factores de expansión para 
que se adecuen al ritmo de crecimiento del 
periodo intercensal 2001 a 2012, el análisis 
de rendimiento muestral se lo hace en base 
a los indicadores de pobreza moderada y 
extrema a nivel de los departamentos.

El documento presenta en la sección 2 la 
metodología empleada, en esta se describen 
las fuentes de datos empleadas, la definición 
de pobreza en las EH, el tratamiento para 
los componentes del muestreo como ser 
la estratificación y conglomeración, la 
construcción de las probabilidades teóricas 
y el factor de expansión y la proyección 
empleada para el periodo intercensal, en la 
sección 3 se muestran los resultados referentes 
al rendimiento de los diseños planteados, la 
evolución de la pobreza y el diseño muestral 
final. Finalmente, en la sección 4 se dan las 
conclusiones del trabajo.

1.1 OBJETIVO

El objetivo general del trabajo es:

“Desarrollar un diseño muestral comparable 
para los indicadores de bienestar provenientes 
de la serie de encuestas a hogares 2002 a 
2012, ajustado a los patrones de crecimiento 
poblacional de los Censos de Población y 
Vivienda 2001 y 2012” .

2. METODOLOGÍA

Con la finalidad de obtener un diseño muestral 
comparable para la serie de encuestas del 

2002 a 2012 se optó por elaborar 5 distintos 
diseños muestrales y comparar el rendimiento 
de cada uno de ellos para los indicadores de 
pobreza moderada y extrema, para ello, se 
eligen los datos, se establece la definición 
de pobreza que seguirá el documento, se 
definen las características de conglomeración 
y estratificación, se realizan proyecciones 
para el periodo intercensal, se construyen 
las probabilidades teóricas y finalmente 
se elaboran los ponderadores muestrales 
ajustados a las proyecciones.

2.1  DATOS

Las bases de datos y la documentación 
metodológica de las encuestas a hogares 
fueron obtenidas del banco de datos sociales 
del portal del INE3, las bases de datos del 
Censo de Población y Vivienda 2001 que 
se emplea como la base del marco muestral 
de la serie, corresponde a la que distribuye 
el departamento de comunicación del INE . 
Finalmente, la información del CNPV-2012 
fue obtenida del portal en versión Redatam 
del Censo4 .

2.2  POBREZA

Todas las encuestas a hogares del periodo 
de interés definen a la pobreza en base al 
ingreso y a su ubicación por encima o por 
debajo de la línea de pobreza, siguiendo la 
metodología de Foster, James, J. Greer, and 
Eric Thorbecke. 1984.

Donde la pobreza moderada para un individuo 
se define como:

3 http://www.ine.gob.bo:8081/Webine10/enchoga-
res1.aspx
4 http://datos.ine.gob.bo/binbol/RpWebEngine.exe/
Portal?LANG=ESP

http://www.ine.gob.bo:8081/Webine10/enchogares1.aspx
http://www.ine.gob.bo:8081/Webine10/enchogares1.aspx
http://datos.ine.gob.bo/binbol/RpWebEngine.exe/Portal?LANG=ESP
http://datos.ine.gob.bo/binbol/RpWebEngine.exe/Portal?LANG=ESP
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Donde I(, ) es una función indicatriz respecto 
el ingreso (yi) del individuo i y la línea de 
pobreza moderada (zk) de la región k del país.

De similar forma se define a la pobreza 
extrema como: 

Donde I(, ) es una función indicatriz respecto 
el ingreso (yi) del individuo i y la línea de 
pobreza extrema (zek ) de la región k del país.

El estudio emplea como un indicador 
agregado, a la incidencia de pobreza extrema 
y moderada, este se define dentro de un área 
k, como:

Donde P0 es la incidencia (headcount) de 
pobreza moderada y P0e la incidencia de 
pobreza extrema.

En el estudio se emplea a partir del 2006 las 
variables de pobreza reportadas en las bases 
de datos, para los años inferiores se emplea 
la información de Hernani and Villarroel 
(2012), esto a razón de la ausencia de las 
variables de pobreza en las bases de datos 
antes del 2006.

2.3  CLUSTER

Durante el periodo de la serie de encuestas 
existieron 2 unidades primarias de muestreo 
(PSU), la primera estuvo desde el 2002 
al 2009 y fue una agrupación de sectores 
censales que en promedio tenía 120 viviendas, 
en las encuestas a hogares de 2011 y 2012 
las unidades primarias de muestreo fueron 

los sectores censales que en promedio tenían 
90 viviendas, todas estas unidades en base al 
CNPV-2001, tal como se mostró en el cuadro 
1, algunos años de encuesta existieron dos 
etapas en el área rural, sin embargo, no existe 
la documentación necesaria para conocer el 
criterio de formación y selección de estas 
áreas, es por ello que para fines de este 
trabajo se define la existencia de 2 etapas; la 
selección del cluster y la selección del hogar.

La PSU será la denominada UPM, esto 
debido a su presencia en la mayoría de las 
encuestas y que en las EH 2011 y 2012 se las 
puede identificar sin dificultad.

2.4  LA ESTRATIFICACIÓN

La estratificación es la forma central de la cual 
depende la estructura de un diseño muestral 
complejo, a lo largo de la serie de encuestas 
se han empleado diversos estratos, todos los 
documentos metodológicos previos al 2011 
definen los estratos a nivel nacional y no 
incluyen un tratamiento a nivel departamental, 
sin embargo, el analizar las bases de datos se 
encuentra que existió un criterio de selección 
basada en los departamentos, esto debido 
al patrón de sobre y sub representación 
de algunos departamentos respecto a una 
estructura proporcional del marco muestral, 
la figura 2 muestra el patrón, donde los 
anillos representan el cociente entre la 
muestra asignada y la necesaria, se observa 
claramente el caso del departamento de 
Pando, que casi siempre recibió más de 3 
veces la muestra necesaria, esto pone en 
evidencia que existió una selección basada 
en los departamentos.

Para el trabajo se definen 5 tipos de estratos 
a nivel de las PSU, cada uno combinado con 
los 9 departamentos, esto a razón de la Figura 
2, los estratos son:  
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base a un modelo de regresión basado 
en las HS-1999 A 2002

•	 Componentes principales: 5 niveles 
al interior de los departamentos, fue 
construido en basa a la técnica de los 
componentes principales empleando 
información del CNPV-2001.

•	 NBI: 4 niveles al interior de los 
departamentos, fue construido en base 
a la técnica del índice de necesidades 

básicas insatisfechas.

2.5  PROYECCIONES

Para las proyecciones de población en el 
periodo intercensal se empleó tasas de 
crecimiento exponencial, esta se define 
como:

Donde Pt  corresponde a la población censada 
el año t y al tiempo Y2012-2001 transcurrido 

•	 Población: 5 niveles al interior de los 
departamentos; ciudades capitales, 
ciudades intermedias, centros 
poblados mayores, centros poblados 
menores y área dispersa. 

•	 Geográfico: 3 niveles; Altiplano, 
Valles y Llano. 

•	 Consumo: 12 niveles al interior de 
los departamentos, fue construido en

Fuente: Elaboración propia

Fuente: Elaboración propia

Figura 2 
Sub y sobre muestreo en la serie EH 2002 - 2012

Cuadro 3 
Tasa de crecimiento anual y población del CNPV 2001 y 2012 por departamento y área
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en años desde el 2001 al 2012, la tasa 
corresponde al 21 de Noviembre de 2012 
(dia del CNPV-2012). La fórmula empleada 
para la proyección es:

Donde Pir corresponde a la proyección para 
el año i y es el tiempo transcurrido en años 
desde la base 2001 al año de proyección, el 
cuadro 3 muestra las tasas de crecimiento 
anual por departamento y área.

 2.6  PROBABILIDADES TEÓRICAS

Con las consideraciones de los conglomerados 
y los estratos se elaboran las probabilidades 
teóricas asociadas a las dos etapas del 
diseño, para la primera etapa, se asume una 
probabilidad proporcional al tamaño sin 
reposición, empleando el total de vivienda de 
las PSU registradas en el marco muestral del 
CNPV-2001, este tiene la forma de:

Donde     es la probabilidad de primera etapa 
para la PSU i, nIs el tamaño de muestra de 
PSU en el nivel s de la estratificación y tis el 
total de viviendas en la PSU i del nivel  de la 
estratificación.

En general la probabilidad del hogar k, se 
define como el producto de la probabilidad 
de primera etapa y la última etapa.

Donde      es la probabilidad para el individuo 
k de la PSU i,nIIi el tamaño de muestra de la 
última etapa.

Para el análisis se eliminaron  las PSU con  
nIIi=1 para evitar el incremento de varianzas.

2.7  FACTORES DE EXPANSIÓN

La construcción de los factores de expansión 
para los 5 distintos tipos de estratos se inició 
con el factor teórico, este es el inverso de la 
probabilidad de selección:

Sobre este factor se incluyó un ajuste debido 
a las proyecciones P1 , este ajuste se lo hizo a 
nivel departamental y por área.

Se acotó los factores finales en base al valor 
del percentil 99 de su distribución, esto 
siguiendo la recomendación de Naciones 
Unidas. (2009), con la finalidad de reducir la 
varianza de los estimadores de pobreza.

3. RESULTADOS

Esta sección presenta los resultados de los 5 
tipos de diseño, mostrando la evolución de 
la pobreza, el rendimiento de muestreo y la 
elección del diseño final.

3.1  EVOLUCIÓN DE LA POBREZA

La figura 3, presenta la evolución de la 
pobreza para la serie de interés y considerando 
los 5 tipos de estratos definidos, se incluye 
la estimación oficial del INE. Se observa 
que todos los tipos de estratos estiman una 
incidencia menor a la oficial en ambos tipos 
de pobreza pero conservan la tendencia.
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3.2  DESEMPEÑO DEL DISEÑO 
MUESTRAL

Para el rendimiento del muestreo se considera 
el coeficiente de variación muestral y el 

efecto de diseño para los dos tipos de 
pobreza a nivel nacional y departamental, 
las figuras 4, 5 muestran la evolución de 
la pobreza moderada y extrema por el tipo 
diseño e incluye el coeficiente de variación y 
los intervalos de confianza al 95 %.

Figura 3 
Evolución de la pobreza por estrato

Figura 4 
Desempeño del diseño para la Pobreza Moderada

Fuente: Elaboración propia

Fuente: Elaboración propia
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Se observa que uno de los estratos con menor 
rendimiento es el geográfico y que el de 
consumo y componentes son los de mejor 
rendimiento.  El cuadro 4 presenta un resumen 

del rendimiento a nivel departamental y 
nacional para la pobreza moderada y extrema.

Se observa que estrato de consumo es el que 

tienen un mejor rendimiento, seguido por 
el de componentes principales, luego el de 
necesidades básicas, el de población y el de 
más bajo rendimiento es el geográfico. El 
efecto de diseño es un indicador interesante 
de analizar, es superior a 7 en todos los casos, 

esto se debe a la alta homogenizad en las 
PSU.

3.3  DISEÑO FINAL

Por lo desarrollado se recomienda adoptar 
el diseño de muestra basado en el estrato de 

Figura 5 
Desempeño del diseño para la Pobreza Extrema

Cuadro 4 
Rendimiento promedio del muestreo por indicador y estrato EH 2002 - 2012

Fuente: Elaboración propia

Fuente: Elaboración propia
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consumo, puesto que es el que logra un mejor 
rendimiento en los indicadores de muestreo.

4. CONCLUSIÓN

Las conclusiones son:

•	 El diseño muestral que mejora los 
indicadores de rendimiento de la 
muestra es el diseño basado en el 
estrato de consumo.

•	 Existen en general efectos de diseños 
altos, es necesario reducir la muestra 
al interior de las PSU e incluir más 
PSU en la muestra.

•	 Los patrones de pobreza moderada 
y extrema están sobre estimados con 
el diseño oficial que no se ajusta al 
ritmo de crecimiento que existió en 
Bolivia en el periodo intercensal.

•	 Para el siguiente periodo intercensal 
es necesario tener una planificación 
previa del diseño muestral para 
toda la serie, logrando establecer 
efectivamente un sistema integrado 
de encuestas nacionales.
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RESUMEN

PALABRAS CLAVE

Esta investigación desarrolla una aplicación del modelo multinivel, a los datos simulados dado 
que en el medio no se pudo conseguir información. Por lo tanto, se toma en cuenta la información 
bajo las siguientes características, como variable respuesta se tomó en cuenta a las calificaciones 
obtenidas por los alumnos en Matemáticas y Lenguaje. Se asumió niños de 4 a 8 años, los cursos 
desde pre kínder, kínder, primero y segundo de primaria. Se consideró también 10 tipos de colegio 
y una muestra de 670 estudiantes

En este estudio, los estudiantes (nivel l) se encuentran anidados tanto en grados  escolares como 
en escuelas (colegios), por lo que en los modelos que se llevaron a cabo, se puso a prueba si 
debían considerarse los grados o escuelas como un segundo nivel o incluso a los grados como un 
segundo nivel y las escuelas como tercer nivel.

Para el análisis se obtuvo la gráfica de dispersión de la variable nota de matemáticas la puntuación 
centrada donde se observa una relación con tendencia lineal positiva de magnitud media. Se 
realizó el estudio de las características residuales donde se observa la aproximación al supuesto 
de normalidad.

En la aplicación del modelo mismo se evidencia que existe una relación importante entre las 
diferentes dimensiones medidas por el instrumento el rendimiento académico particularmente en 
el caso de las Matemáticas. Los factores más relevantes son los de “Atención y persistencia” y 
“Desempeño académico”.  Y para la comprobación de los resultados puede observar los resultados 
obtenidos en esta investigación.

Modelo multinivel, grados o escuelas, puntuación centrada, rendimiento académico.

ANÁLISIS CON MODELOS MULTINIVEL

1.  INTRODUCCIÓN

En la Universidad Mayor de San Andrés 
(U.M.S.A), la actividad de un docente tiempo 
completo está inmersa la investigación y como 
es de conocimiento de toda la comunidad 
universitaria de nuestro medio, esta actividad 
permite el avance y la actualización en el 
conocimiento científico, que exige nuestra 
realidad. A raíz de este hecho, se realiza la 
investigación para la gestión 2015 sobre la 
aplicación de los modelos multinivel. Este 
es con el propósito de contribuir con la 
comunidad estudiantil y todos lo que tengan 
interés en conocer estos métodos que es de 
gran importancia en las aplicaciones en el 

análisis de datos en las distintas disciplinas. 
Estos métodos pueden ser aplicados en todas 
las ciencias, como ser ingeniería, psicología, 
salud, sociología, económico, la industria, 
administración y centros de investigación de 
ámbito universitario, etc. 

Estamos conscientes de que toda investigación 
Estadística, se basa en información recogida, 
estos pueden ser a través de encuestas, 
censos, simulación, etc. Una de las etapas que 
sigue después de la recolección de datos es la 
obtención de resultados de la información. 
Desde este punto de vista el proyecto tuvo el 
propósito de desarrollar el soporte teórico y 
la aplicación de los modelos multinivel. 

Artículo de Investigación
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Dentro los aspectos metodológicos, 
podemos mencionar que el tipo de estudio es 
exploratorio y descriptivo. Y desde el punto 
de vista de los métodos de investigación 
que se aplica en la presente investigación es 
Estadístico y de análisis.

2. LOS DATOS JERÁRQUICOS Y EL 
PROBLEMA MULTINIVEL

En la vida real existe una infinidad de 
clases o tipos de datos, incluyendo datos 
recolectados, en las ciencias pedagógica, 
exactas, económicas, ingeniería, etc. tienen 
una estructura jerárquica o en forma de 
clúster1. 

Por ejemplo, estudios de herencia realizados 
en seres humanos y en animales se tratan con 
niveles o jerarquías naturales, donde los hijos 
(descendientes) están agrupados dentro de las 
familias. Estos, a su vez, tienden a parecerse 
más a sus padres en sus características 
físicas y mentales que individuos escogidos 
al azar de la población. En segundo lugar, 
muchos experimentos también crean datos 
jerárquicos, por ejemplo, los diseños 
experimentales en las clínicas son llevados 
a cabo en centros y grupos de individuos 
elegidos aleatoriamente (Goldstein; 1995).

El termino jerarquía define unidades 
agrupadas en diferentes niveles. Así, los 
hijos serían las unidades del nivel 1 en una 
estructura de datos de 2 niveles, donde el nivel 
2 está dado por las familias; los estudiantes 
(las unidades del nivel 1) están agrupados 
dentro de las escuelas (las unidades del nivel 
2).

1 Se entiende por “clúster” un agrupamiento que 
contiene elementos de un menor nivel. Por ejemplo, en una 
muestra, el conjunto de familias en un vecindario.  El “nivel”, 
por otra parte, es un componente de los datos jerárquicos. El 
nivel 1 es el menor nivel; por ejemplo, estudiantes dentro de 
las escuelas o medidas repetidas para un mismo individuo.

Los modelos multinivel o jerárquicos se 
presentan en distintos tipos de aplicaciones, 
por ejemplo: La aplicación en el área de 
la salud y la educación, en las que los 
datos se presentan de una forma anidada o 
jerárquica; por ejemplo, pacientes dentro de 
hospitales, o estudiantes dentro de escuelas. 
Las aplicaciones de los modelos jerárquicos 
también se enmarcan perfectamente en una 
amplia gama de aplicaciones del gobierno y 
los negocios, etc. Donde muestran clústers 
que son efectuadas en una o varias etapas, 
y ofrecen una aproximación unificadora por 
medio del análisis de los modelos de efectos 
aleatorios (random-effects), de varianza-
covarianza (variance-components o ANOVA) 
y de los modelos mixtos (mixedmodels). Así 
sucesivamente. 

Respecto a los métodos de estimación los 
modelos multinivel, se dividen en: 

1)  Aquellos que utilizan métodos de 
máxima verosimilitud.

2)   Los que se basan en la Estadística 
Bayesiana. 

A su vez, dentro de cada uno de estos 
grupos, se encuentran distintas formas de 
estimación. El cuadro 1 sintetiza las formas 
de estimación existentes para estructuras de 
datos multinivel.
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Cuadro 1 
Métodos de estimación para los modelos multinivel

 Métodos Abreviatura
Máxima  verosimilitud Mínimos Cuadrados 

Generalizados
  IGLS

 
Mínimos Cuadrados 
Generalizados Iterativos

  RIGLS

 Cuasi-verosimilitud Marginal MQL
 Cuasi-verosimilitud Penalizada PQL
Estadística Bayesiana Full Bayes estimación FB
 Empirical Bayes estimation EM
 Cadenas de Markov-Monte Carlo MCMC

A continuación, mencionamos un modelo 
jerárquico lineal de dos niveles (HLM). Este 
modelo, está dado por:

  

Con

       

Y    
  

Las dimensiones de los vectores, β y δj 
respectivamente, son nj ,r y s. Como en 
todos los modelos de tipo regresión, las 
variables explicativas X y Z son consideradas 
como variables fijas, que también pueden 
ser expresadas en las distribuciones de las 
variables aleatorias ε y δ son condicionales en 
X y Z. Las variables aleatorias ε y δ también 
se llaman vectores residuales en los niveles 1 
y 2, respectivamente. Las variables δ también 

se denominan pendientes aleatorias. Las 
unidades de nivel dos también son llamadas 
clusters.

La especificación estándar y más 
frecuentemente usada de las matrices de 
covarianza son los residuales de nivel uno, 
que son independientes e idénticamente 
distribuidos (i.i.d), por ejemplo:

Donde Inj es la matriz identidad nj- 
dimensional; y que todos los elementos de 
la matriz de covarianza de nivel dos Ω son 
parámetros libres (lo que se podría identificar 
Ω con ξ), o algunos de ellos están limitados a 
0 y los otros son parámetros libres.

El cuestionamiento de la especificación de 
este modelo puede ser dirigido a diversos 
aspectos: la elección de variables incluidas en 
X, la elección de variables para Z, los residuos 
después de haber esperado el valor 0, la 
homogeneidad de las matrices de covarianza 
a través de los clústers, la especificación de las 
matrices de covarianza, y las distribuciones 
normales multivariable. Hay que tener en 
cuenta que las variables explicativas X y Z 
son consideradas como determinísticas; la 



Lic. Juan Carlos Flores López Análisis con Modelos Multinivel

37
Revista Varianza

suposición de que los valores esperados de 
los residuos (para las variables explicativas 
fijas) son cero, es análoga a la suposición de 
que los residuos no están correlacionados 
con las variables explicativas en un modelo 
con variables explicativas aleatorias.

3. GENERALIDADES Y 
CARACTERÍSTICAS

Después de una ardua búsqueda de 
información, no se pudo conseguir 
información para la aplicación de los modelos 
multinivel, toda información era incompleta 
y muy difícil de aplicar con este tipo de 
información. Dado el escenario incierto de la 
disponibilidad de una base de datos para su 
aplicación de este tipo de modelos, se tomó 
la decisión de utilizar información simulada.

4. RESULTADOS

En este estudio se utilizaron como variables 
respuesta las calificaciones obtenidas por 
los alumnos en Matemáticas y Lenguaje. 
Se asumió niños de 4 a 8 años, los cursos 
de pre kínder, kínder, primero y segundo de 
primaria. Se consideró también 10 tipos de 
colegios y una muestra de 670 estudiantes.  

Se realizó el modelamiento como variable 
dependiente nota de la materia Matemáticas 
como variable respuesta, y variables 
independientes: grado y colegios, cuyos 
resultados fueron los siguientes:  el intercepto 
cambió de 7.282 a 2 0 . 5 9 5 . La variable 
“grado” demuestra efectos significativos, y el 
ajuste del modelo también mejora en forma 
significativa, disminuyendo  la medida de 
desviación de 194.518 a 33.429.

Lo anterior señala que al haber controlado 
las diferencias individuales, se manifiestan 

las diferencias entre los grados. Señala 
también que la diferencia en el rendimiento 
entre alumnos no es muy amplia, y que 
varía significativamente, hay características 
homogéneas en las escuelas. EI modelo 
indica que existe una estructura que justifique 
un modelamiento multinivel.

Bajo este criterio también es necesario realizar 
el análisis de residuos, para la comprobación 
de la normalidad de la información.

Lo que se observa es la información de los 
residuos que se comporta aproximadamente 
normal, cumpliendo los requerimientos del 
modelo. En este estudio, los estudiantes 
(nivel l) se encuentran anidados tanto 
en grados escolares como en escuelas 
(colegios), por lo que en los modelos que se 
llevaron a cabo, se puso aprueba si debían 
considerarse los grados o escuelas como un 
segundo nivel, o incluso a los grados como 
un segundo nivel y l a s  escuelas como un 
tercer nivel.

Los siguientes apartados se organizan 
entorno a las dos variables de respuesta 
analizadas: Calificaciones de Matemáticas 
y Calificaciones de Lenguaje.

En cada apartado se ponen aprueba 
modelos con base en las siguientes 
estructuras de datos:

Nivel 1: Grados
Nivel 2: Colegios

Y posteriormente:

Nivel 1:  Alumnos.
Nivel 2: Grado escolar.

Por último, se pone a prueba:



Lic. Juan Carlos Flores López

38
Instituto de Estadística Teórica y Aplicada

Nivel 1: Alumnos
Nivel 2: Grados escolar
Nivel 3: Colegios.

Después de realizar un estudio de los 
modelos multinivel, tratando de responder el 
rendimiento en la asignatura de matemáticas 
y lenguaje considerando como variable de 
pendiente y el grado y colegio como niveles 
de primer y segundo orden, podemos decir lo 
siguiente: 

•	 Se estableció que existe una relación 
importante entre las diferentes 
dimensiones medidas por el instrumento 
el rendimiento académico particularmente 
en el caso de las Matemáticas. Los factores 
más relevantes son los de “Atención y 
persistencia” y “Desempeño académico”.

•	 A pesar de que los resultados obtenidos 
en secciones anteriores señalaban que la 
relación entre las variables explicativas 
y las variables respuesta es distinta en 
las diferentes escuelas, los resultados 
del análisis multinivel no apoyan esto. 
Sin embargo, debe interpretarse este 
resultado con cuidado, ya que como se 
mencionó al inicio, pueden no haberse 
manifestado estas diferencias debido a 
que el número de colegios incluidos en la 
muestra es reducido.

•	 EI grado escolar que cursa el niño cuando 
se lleve a cabo el seguimiento es un 
aspecto que debe ser incluido tanto en los 
modelos de regresión jerárquicos como 
en los tradicionales, ya que incrementa 
la precisión de las estimaciones. En los 
grados avanzados existe mayor exactitud 
en las predicciones.

En conclusión, los análisis presentados en 
esta sección señalan que no es importante la 
inclusión de un segundo nivel correspondiente 
al grado que cursaban los alumnos al 
momento de la evaluación. Esto es verdad  
para Matemáticas, y aunque en Lenguaje no 
fue necesario utilizar un modelo multinivel, 
se confirma a través del uso de modelos de 
regresión lineal tradicional la necesidad de 
tomar en cuenta el grado que cursan. Entre 
más avanzado sea éste, se alcanzará mayor 
exactitud en la predicción.

De igual manera, aquellos modelos que 
utilizan las dimensiones medidas por el 
instrumento en lugar de la puntación global, 
logran un mejor ajuste. Se determinó 
que los factores más significativos son el 
“Desempeño académico” y la “Atención”.

Los resultados de este estudio indican que el 
género no tiene efectos sobre el rendimiento.

Asimismo, el uso del modelamiento 
multinivel ha servido para comprobar que las 
diferencias que existen entre los colegios, no 
requieren una interpretación diferente para 
cada escuela de las puntuaciones obtenidas 
con el instrumento. Puede utilizarse la misma 
transformación de puntajes en todos los 
colegios incluidos en el estudio.

Tanto los análisis de regresión OLS como 
los modelos de regresión jerárquica, han 
permitido conocer la magnitud de la relación 
entre las puntuaciones obtenidas en la prueba 
de seguimiento y las calificaciones escolares 
posteriores. Han permitido, asimismo, 
establecer cuál de los factores medidos 
por la prueba tiene mayor efecto sobre el 
rendimiento. También han logrado establecer 
la relación que existe entre el momento en que 
se realiza aplicación del instrumento (grado 
escolar en que se aplica) y su capacidad 
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predictiva, así como la importancia de los 
factores varia en los diferentes grados, y 
no en las diferentes escuelas (en forma 
significativa). Sin embargo, aún no se ha 
realizado la estimación de la exactitud de 

la prueba para detectar niños en riesgo de 
presentar problemas de aprendizaje. Es 
decir, no se tuvo información acerca de 
los porcentajes de éxito que se tienen en la 
identificación y clasificación de los niños.
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RESUMEN

PALABRAS CLAVE

El presente trabajo de investigación es parte de un estudio mucho más amplio en el que se analiza, 
con el uso de modelos tipo Poisson, los factores determinantes de la mortalidad durante los 
primeros años de vida a partir de dos enfoques estadísticos: el bayesiano y el frecuentista. En este 
trabajo sólo se presentan algunos resultados basados en el enfoque bayesiano para determinar el 
efecto de la educación de las madres y el lugar de su residencia sobre los niveles de mortalidad 
neonatal (MNN), post-neonatal (MPNN) y post-infantil (MPI).  La información usada proviene 
de la encuesta nacional de demografía y salud realizada en 2008. Se concluye que la educación 
de las madres tiene un alto impacto positivo sobre los tres tipos de mortalidad, luego de controlar 
las demás covariables. La tasa de MNN en hijos de madres con educación alta es 38.1% menos 
que en hijos de madres con educación baja o sin educación. Esta diferencia se incrementa a 47.8% 
para la MPNN y a 60.4% en el caso de la MPI. El problema de sobredispersión fue superado 
a través de dos mecanismos: una especificación adecuada del modelo y el uso de un modelo 
binomial negativo. Se recomienda impulsar políticas orientadas a incrementar la cobertura de la 
educación principalmente secundaria, de mujeres y focalizada en áreas rurales del país.

Enfoque bayesiano, mortalidad neo-natal, mortalidad post-neonatal, mortalidad post-infantil.

MODELACIÓN POISSON CON ENFOQUE BAYESIANO 
PARA EXPLICAR EL EFECTO DE LA EDUCACIÓN 

Y DEL ÁREA DE RESIDENCIA 
SOBRE LA MORTALIDAD DURANTE 

LOS PRIMEROS AÑOS DE VIDA

1.  INTRODUCCIÓN

Es de gran importancia para los planificadores 
del sector de la salud del país conocer tanto 
el nivel como la evolución de la mortalidad 
en los primeros años de vida, pues ello les 
permite evaluar la eficacia de las acciones 
pasadas en el área, así como delinear nuevas 
políticas y programas. Empero, también es 
de vital importancia conocer los factores 
socioeconómicos que determinaron tanto 
esos niveles de mortalidad como su tendencia.

En el orden metodológico, un modelo de 
regresión Poisson es adecuado para abordar 
el análisis de los factores determinantes de la 
mortalidad en los primeros años de vida. El 
problema de sobredispersión, típico en datos 
tipo Poisson, puede superarse recurriendo 

o bien a un “mejor” tratamiento de la 
información en la etapa de modelación o bien 
a modelos alternativos.

2.  OBJETIVO

Determinar el efecto de la educación y lugar 
de residencia sobre el nivel de la mortalidad 
neonatal, post-neonatal y post-infantil, 
durante el periodo de análisis (1993-2007).

3. INFORMACIÓN

La Encuesta Nacional de Demografía y Salud, 
principal fuente de información del País con 
relación al sector salud, es la más adecuada 
para realizar la presente investigación. En el 
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módulo de “historia de nacimientos” de la 
ENDSA 2008 se obtiene información acerca 
de la fecha de nacimiento, edad actual y edad 
al morir si es el caso, entre otros datos, para 
cada uno de los hijos nacidos vivos de las 
mujeres en edad fértil entrevistadas. A partir 
de esta información se elaboró el Cuadro 
1, información que se usó en el análisis 
posterior.

En el Cuadro 1 se muestran las tasas de 
mortalidad clasificadas por grupo de edad 
del niño, cohorte de nacimiento del niño, 
área de residencia y nivel de educación de 

las madres. Se han definido tres grupos de 
edad: 0 meses, 1-11 meses y 12-59 meses. 
Estos grupos de edad corresponden a las 
edades consideradas para calcular las tasas 
de mortalidad neonatal (MNN), mortalidad 
post-neonatal (MPNN) y mortalidad pos-
infantil (MPI), respectivamente. Por esta 
razón, cuando por ejemplo se hace referencia 
a la tasa de MNN se estará haciendo mención 
a la mortalidad en el primer mes de vida. 
La variable cohorte también tiene tres 
categorías: la cohorte de nacidos vivos en el 
periodo 1993-1997, la cohorte de 1998-2002 
y la cohorte de nacimientos en el periodo 
2003-2007. 

Con relación a las variables área de residencia 
y nivel de educación, ambas tienen dos 
categorías: residencia urbana y rural para la 
variable área de residencia y educación baja 
y alta para la variable nivel de educación. A 
madres sin educación formal o con educación 
primaria se las ha denominado con educación 
baja, mientras a las madres con educación 

secundaria o superior se las ha denominado 
con educación alta.

4.  EL MÉTODO BAYESIANO

A diferencia del enfoque clásico, el enfoque 
bayesiano considera al parámetro como una 

Fuente: Elaboración propia

Cuadro 1
Bolivia: Tasas de mortalidad (por mil) por grupo de edad, según cohorte de nacimiento, área de 

residencia y nivel de educación, ENDSA 2008
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variable aleatoria e interpreta la probabilidad 
desde el punto de vista subjetivo. Para realizar 
el proceso de inferencia bayesiana es necesario 
la especificación de una distribución previa 
o apriori de probabilidad, la cual representa 
el conocimiento acerca del parámetro antes 
de obtener cualquier información respecto 
a los datos. Este enfoque tiene como punto 
central el Teorema de Bayes el cual se detalla 
a continuación:  

Sea  un vector n 
de  observaciones cuya distribución de 
probabilidad  depende de k parámetros 
involucrados en el vector        . Se 
supone también que θ tiene una distribución 
de probabilidad previa f(θ). Entonces la 
distribución conjunta de θ e y es:

donde la distribución de probabilidad 
condicional de θ dado el vector de 
observaciones y tiene la forma

Siendo  la constante normalizadora,  
l(θ|y) representa la función de verosimilitud, 
f(θ)  la distribución previa y f(θ|y)  la 
distribución posterior del parámetro.

La distribución de probabilidad previa f(θ)  
puede tener información específica acerca 
del parámetro, así como también puede 
tener información general y ser considerado 
como una distribución previa no informativa.  

Una selección común para una previa no 
informativa es la previa propuesta por Jeffreys 
(1961) quien definió una distribución previa 
no informativa considerando tranformaciones 
uno a uno del parametro ϕ=h(θ). Mediante 
transformacion de las variables se puede ver 
que la densidad previa f(θ) es proporcional a 
la densidad previa para ϕ, esto es

donde   es la matriz de información de 
Fisher.

Para una variable aleatoria y con una 
distribución Poisson (θ), la previa no 
informativa de Jeffreys está dada por:

La función de verosimilitud es la función 
a través de la cual los datos modifican el 
conocimiento previo de θ. El modelo lineal 
generalizado Poisson asume que  se distribuye 
Poisson con media θ y con una función de 
enlace logarítmico, tal que . En esta 
situación, la distribución  muestral  para  
los  datos   queda expresada 
como:

donde  es el predictor lineal para el 
i-ésimo caso.

La distribución posterior contiene toda la 
información concerniente al parámetro 
de interés θ. En consecuencia, cualquier 
inferencia con respecto a θ se hará a partir 
de dicha distribución. En el caso del modelo 
Poisson, la distribución posterior llega a ser
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la cual es el kernel de una distribución 
Gamma con parámetros 

En el contexto bayesiano, las estimaciones 
de los parámetros del modelo se obtienen 
generalmente con el procedimiento 
denominado muestreador de Gibbs, un 
procedimiento específico del denominado 
método MCMC. En términos generales, el 
procedimiento consiste en extraer muestras 
en forma sucesiva de las probabilidades 
condicionales de los parámetros del modelo 
y consta de los siguientes pasos: 

1. Definir t = 0 , y elegir un valor inicial 
arbitrariamente de 

2. Generar cada componente de θ como 
sigue: 

•	 Mostrar           desde 

•	 Mostrar           desde 

•	 ………..

•	 Mostrar           desde 

3. Generar t = t+1. Si t<T el número de 
muestras deseadas, retornar al paso 2. 
En otro caso, parar.

5.  ALGUNOS RESULTADOS

Con base en criterios estadísticos para la 
comparación de modelos, el modelo que 
mejor se ajusta a la información y que, a la 
vez, supera el problema de sobredispersión es 
el que en la parte sistemática toma en cuenta, 
además de los efectos individuales, los efectos 
de interacción entre el grupo de edad y la 
cohorte de nacimientos, y la interacción entre 
el grupo de edad y el nivel de educación. El 
área de residencia no interactúa con ninguna 
de las variables analizadas. El modelo 
final para analizar las tasas de mortalidad, 
entonces, es representado como:

Cuadro 2 
Estimación Bayesiana de los Parámetros para el Modelo Elegido “EDA*COH+EDA*EDU+RESI”

Fuente: Elaboración propia
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Gráfico 1
Convergencia del estimador

Gráfico 2 
Distribución suavizada para el mismo estimador

Fuente: Elaboración propia

Fuente: Elaboración propia

Las estimaciones de los parámetros en el 
modelo elegido fueron realizadas tanto con 
el software Winbugs como con programas 
propios elaborados por la autora. Los 
resultados son expuesto en el Cuadro 2.

El Gráfico 1 muestra la convergencia del 

estimador para el coeficiente de la interacción 
entre el tercer grupo de edad (12-59 meses) 
y el segundo nivel de educación (educación 
alta), simbolizado por EDA3*EDU2, 
luego de eliminar (“burn”) las primeras 
1000 simulaciones. El valor estimado de 
tal coeficiente es -0.456.  La distribución 
suavizada para el mismo estimador se muestra 
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Gráfico 3 
Tasas de mortalidad observadas y tasas predecidas con el modelo elegido “EDA*COH+EDA+RESI

Fuente: Elaboración propia

en el Gráfico 2. Similares convergencias y 
distribuciones suavizadas se tienen para cada 
uno de los estimadores de parámetros.

Tasas de mortalidad observadas y predecidas 
con el modelo elegido son comparadas 
en el Gráfico 3. Si bien se aprecia algunas 
diferencias en niveles intermedios de 
mortalidad, el ajuste del modelo es casi 
perfecto en niveles extremos.

A diferencia del informe completo, en este 
documento se resaltan sólo dos de los resulta-
dos de la investigación. Por una parte, la edu-
cación tiene un efecto altamente significativo 
sobre la tasa de mortalidad en los primeros 
años de vida. En efecto, la tasa de mortali-
dad neonatal (MNN) en hijos de madres con 
educación alta es 38.1% menos que en hijos 
de madres con educación baja, controlado el 
efecto de cohorte de nacimiento y de área de 
residencia. Esta diferencia porcentual se in-
crementa a 47.8% en el caso de la mortalidad 

post-neonatal (MPNN) y a 60.4% en el caso 
de la mortalidad post-infantil (MPI). 

En consecuencia, la educación tiene un 
alto impacto positivo en los tres tipos de 
mortalidad, principalmente en la tasa de 
mortalidad post-infantil (ver Cuadro 3).

Cuadro 3                                                               
Efecto de la educación sobre el nivel de mortali-

dad, por tipo de mortalidad

El segundo resultado tiene que ver con 
el efecto del área de residencia. Si bien su 
efecto es inferior en comparación con el 

Fuente: Elaboración propia                         
*En paréntesis el valor-p del efecto
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Fuente: Elaboración propia

efecto de la educación, también es altamente 
significativo. Esto es, la mortalidad en el área 
urbana es 29.9% menos que en el área rural, 
controlado el efecto de cohorte de nacimiento 
y de educación. Tal diferencia porcentual es 
la misma en cada uno de los tres tipos de 
mortalidad (MNN, MPNN y MPI), en cada 
nivel de educación y en cada cohorte de 
nacimientos (ver Cuadro 4). 

Cuadro 4 
Efecto de área de residencia sobre el nivel de 

mortalidad

Box, G.E.P and Tiao, G. C.(1973), “Bayesian 
Inference in Statistical Analisys”.Bretthorst, 

G. Larry (1988), “Bayesian Spectrum Ana-
lisys and Parameter Estimation”

Lee, Peter (1997), “Bayesian Statistics: An 
Introduction”.

Winkler, R. (2003) “Introduction to Bayesian 
Inference and Decision”.

BIBLIOGRAFÍA

Fuente: Elaboración propia                         
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RESUMEN

PALABRAS CLAVE

El Análisis Factorial (AF) es una técnica de reducción de datos, que sirve para encontrar grupos 
homogéneos de variables a partir de un conjunto numeroso de variables. Estos grupos homogéneos 
se forman con las variables que se correlacionan mucho entre si y procurando, inicialmente, que 
unos grupos sean independientes de otros.

El AF es una técnica de reducción de dimensionalidad de los datos; su propósito final, consiste 
en buscar un número mínimo de dimensiones capaces de explicar el máximo de información 
contenida en los datos. A diferencia de lo que ocurre en otras técnicas como el análisis de varianza 
o el de regresión, en el AF todas las variables del análisis cumplen el mismo papel, todas ellas 
son independientes en el sentido de que no existe a priori una dependencia conceptual de unas 
variables sobre otras.

Análisis factorial, factores, correlación, desviación estándar, valor propio, vector propio, 
variable aleatoria, varianza común, denormalizacion, iterar, rotación.

ANÁLISIS FACTORIAL

1. INTRODUCCIÓN

El Análisis Factorial (AF) es usada en 
ciencias sociales, mercadotecnia, gestión de 
producto, investigación operativa, medicina 
y otras ciencias aplicadas que tratan con 
grandes cantidades de datos. El objetivo, es 
explicar la mayor parte de la variabilidad 
entre varias variables aleatorias observables, 
en términos de un número menor de variables 
aleatorias no observables llamadas factores. 
Las variables aleatorias no observables se 
modelan como combinaciones lineales de los 
factores más términos de errores.

El AF es un método del análisis estadístico 
múltiple, utilizado para el estudio e 
interpretación de las correlaciones entre un 
grupo de variables, partiendo de la idea de 
que dichas correlaciones no son aleatorias, 
sino que se deben a la existencia de factores 
comunes entre ellas y el objetivo del AF es 
la identificación y cuantificación de dichos 
factores comunes. 

De una manera general, el AF se puede aplicar 
cuando existen relaciones entre las variables, 
es decir para explicar las relaciones con la 
ayuda de un número limitado de factores 
independientes, estando basada en el análisis 
de correlaciones existentes entre las variables 
medidas sobre un grupo de “n” individuos u 
objetos.

Las variables observables deben ser 
homogéneas y correlacionadas, sin que 
alguna predomine sobre las demás. La 
información estadística en el AF es de 
carácter multidimensional, por lo tanto, la 
geometría, el cálculo matricial, el álgebra 
lineal y la estadística son fundamentales en 
el desarrollo del presente trabajo.

2.  BREVE HISTORIA DE LOS 
PRECURSORES DEL AF.

Jacobi Carl Gustav, (Potsdam, actual 
Alemania, 1804-Berlín, 1851) Matemático 
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alemán. Hijo de una familia de banqueros 
de origen judío, estudió en la Universidad de 
Berlín, donde se doctoró en 1825. Convertido 
al cristianismo, tuvo oportunidad de acceder 
a un puesto de profesor en la Universidad 
de Königsberg. Destacadísimo pedagogo, 
influyó en numerosas generaciones 
posteriores de matemáticos alemanes. Sus 
trabajos más relevantes se produjeron en 
el campo del álgebra matricial y lineal, en 
el que introdujo y desarrolló el concepto 
de determinante, aplicándolo asimismo 
al estudio de las funciones de variables 
múltiples. Entre 1826 y 1827 estableció, 
independientemente del noruego Niels 
Henrik Abel, los principios fundamentales 
de la teoría de las funciones elípticas. En el 
ámbito de la teoría de números, demostró 
el teorema de Bachet sobre el total de las 
descomposiciones posibles de un entero, y en 
el de la mecánica física, trató con profundidad 
y rigor el problema de los tres cuerpos. Su 
obra más notable es sobre la formación y 
propiedades de los determinantes (1841). 

Charles Edward Spearman. (Londres, 
nació el día 10 de septiembre de 1863, 
falleció el 7 de septiembre de 1945). 
Psicólogo de profesión, estudió Estadística 
y logró desarrollar notables aplicaciones de 
la estadística en el campo de la Psicología, 
desarrollando el AF. Propuso la existencia de 
un factor general de inteligencia (Factor g) 
que subyace a las habilidades para la ejecución 
de las tareas intelectuales. Estudió en las 
universidades de Leipzig, donde alcanzó el 
título cuando tenía 40 años. Además, cursó 
estudios en Wurzburgo y Göttingen y enseñó 
e investigó en la Universidad de Londres 
(1907 – 1931). El AF tiene su origen en las 
investigaciones realizadas con los trabajos en 
Psicología, (1904). 

Creó y desarrollo la metodología de los 
llamados experimentos factoriales para la 

estadística, que son aquellos experimentos 
en los que se estudia simultáneamente dos 
o más factores, y donde los tratamientos se 
forman por la combinación de los diferentes 
niveles de cada uno de los factores. 

Por todo esto, es considerado uno de los 
grandes estadisticos de todos los tiempos. 
Su método, inscrito en las matemáticas 
experimentales, estudia las dimensiones del 
campo empírico. Sus aportes metodológicos, 
no sólo se han constituido en herramientas 
fundamentales para algunos ámbitos de 
la psicología, sino que son instrumentos 
para la ciencia estadística. El desarrollo de 
Spearman es útil en todas las ciencias sociales 
que requieran de técnicas de estadística 
correlacional para poder interpretar la 
información. 

Thurstone Louis León. (Chicago, 1887 - 
Chapel Hill, 1955) Psicólogo estadounidense. 
Se doctoró en la Universidad de Chicago, 
donde dio clases la mayor parte de su vida. 
Especializado en Psicometría, desarrolló 
nuevas técnicas para medir las cualidades 
mentales. Realizó y publicó varias escalas 
de actitud que pretendían medir la influencia 
de la propaganda en los prejuicios del 
hombre; también se interesó por la medición 
del aprendizaje e intentó expresar a través 
de unidades absolutas el desarrollo del 
aprendizaje.

Fue uno de los primeros en utilizar el AF para 
medir la inteligencia; es por su trabajo sobre 
AF por lo que es más conocido Thurstone, 
ya que él y sus seguidores lo aplicaron a 
múltiples problemas, como el análisis de 
las capacidades perceptivas humanas o el 
desarrollo de nuevos tests de aptitudes. Se 
interesó también por las características de la 
personalidad y publicó un test de tendencias 
Psiconeuróticas.



Análisis Factorial

59
Revista Varianza

En la evolución de la Psicometría, y en 
particular en el campo de la medición de la 
inteligencia, hay que destacar las aportaciones 
de Charles Spearman, que propuso en 1927 la 
distinción entre un “factor g” (factor general), 
común a todas las pruebas de medición y 
presente en cualquier tarea intelectual, y 
un “factor s” (específico), asociado a cada 
operación en particular. Thurstone dio un 
paso más en la distinción de Spearman al 
identificar en 1934, con la ayuda de las 
técnicas estadísticas de AF, siete aptitudes 
primarias incluidas en la inteligencia: 
comprensión verbal, fluidez verbal, aptitud 
numérica, visualización espacial, velocidad 
perceptiva, memoria y razonamiento. Ello 
llevó a Thurstone a concebir la inteligencia 
como una combinación de varias capacidades 
distintivas; de este modo, el factor general 
“g” debe entenderse como factor secundario, 
detectable únicamente gracias a las 
correlaciones entre las aptitudes primarias. 

La técnica para la medición conocida como AF 
múltiple, que puede manejar varios factores 
de capacidad simultáneamente, se convirtió 
a partir del impulso que le dio Thurstone en 
un potente instrumento de análisis estadístico 
aplicado a la investigación psicológica, cuyas 
repercusiones se extienden hasta nuestros 
días. Sus trabajos sobre AF pudieron aplicarse 
a múltiples problemas, como el análisis 
de las capacidades perceptivas humanas o 
el desarrollo de nuevos tests de aptitudes. 
Se interesó por las características de la 
personalidad y elaboró un test de tendencias 
psiconeuróticas. Fundador y director de la 
revista Psicometrika, entre sus obras destacan 
The nature of intelligence (1924) y Vectors 
of the mind (1935).

Karl Pearson. (27 de marzo de 1857, 27 de 
abril de 1936). Es uno de los fundadores de 
la estadística, desarrollo en el ámbito de la 
investigación, las ideas de Galton F. sobre 

regresión y correlación. Hijo de una familia 
acomodada estudió en la University College 
School y posteriormente en Cambridge 
especializándose en matemáticas. Años 
más tarde viajó a Berlín y Heidelberg 
donde estudió Literatura alemana medieval, 
destacando en esta área y colaborando en 
Cambridge en los estudios germánicos. 
Estudió también abogacía en la asociación 
profesional de Inner Temple.

Karl Pearson fue uno de los miembros 
fundadores de la “Escuela Biométrica”, que 
estudiaba la aplicación de la Estadística 
en materias como la biología, campo en el 
que Pearson poseía diversos conocimientos 
que sirvieron en futuras generaciones de 
investigadores y siempre será recordado 
por sus teorías positivistas radicales, 
su investigación estadística en materia 
de biología y por ser el fundador de la 
bioestadística.

En Julio de 1900, una de las más importantes 
contribuciones de Pearson a la Estadística 
fue presentada en la publicación de un 
artículo. Esta contribución era el Test de la 
χ2. Pearson usó esta fórmula para obtener 
la distribución muestral de χ2 en grandes 
muestras, las cuales estaba particularmente 
interesado en estudiar, como una función de 
k, la cual resultó ser una forma especial de la 
distribución de Pearson tipo 3, ahora conocida 
como “distribución χ2 para K-1 grados de 
libertad”. Además, daba una pequeña tabla 
de la integral de la distribución de χ2 desde 1 
a 70 y para k desde 3 a 20. Este test de la χ2 
de bondad del ajuste es una de las mayores 
y más útiles contribuciones de Pearson a los 
tests estadísticos.

Tras el reconocimiento por su trabajo sobre 
curvas de distribución, Pearson continuó 
recibiendo reconocimientos y honores. 
En 1893, comenzó su serie de 18 artículos 
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titulados “Mathematical Contributions to the 
Theory of Evolution”, que contendrían parte 
de su trabajo más valioso. El mismo año que 
empezó estos artículos, Pearson acuñó el 
término “desviación estándar”. Entre 1906 y 
1914 Pearson estuvo consagrado al desarrollo 
de un centro de postgrado para promover el 
desarrollo de la estadística como una rama 
de las matemáticas aplicadas. En el verano 
de 1933, tras una larga vida consagrada al 
avance estadístico, Pearson abandonó su 
trabajo en la Universidad. 

El hecho de que tras la retirada de Pearson 
el departamento de estadística aplicada fuera 
dividido en dos unidades independientes 
muestra el importante trabajo soportado por 
Pearson. Incluso después de la muerte de 
Karl Pearson en 1936, su apellido continúa 
siendo uno de los más destacados en el 
campo de las matemáticas. No hay duda de 
que las contribuciones de Pearson a lo largo 
de su vida consolidaron la Estadística como 
una disciplina por derecho propio.

3.  CONCEPTOS MATEMÁTICO-
ESTADÍSTICOS 
NECESARIOS EN EL AF.

El análisis estadístico requiere del 
instrumento matemático, por esto los datos 
deben presentarse en una forma susceptible  
de tratamiento matemático de ahí que la 
aplicación del AF, requiere en principio que 
se disponga de una matriz de información 
de datos cuantitativos X, de orden n*m, 
(n=observaciones y m=variables), n > m:

Matriz de datos observados:

A partir de esta información, se tiene que 
aplicar las siguientes ecuaciones que son 

utilizadas para determinar los estadísticos de: 
los promedios, desviaciones estándar, suma 
de los productos cruzados de desviaciones de 
las medias y los coeficientes de correlación.
Promedios de cada columna:

Media temporal para obtener un cálculo más 
exacto de :

Suma de los productos cruzados de las 
desviaciones: 

Coeficientes de correlación y su dominio:

Desviaciones estándar:

Matriz identidad. 

Una matriz de identidad es usada como una 
aproximación a R (matriz de correlación).
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Valores propios1.

Se llama valor propio de una matriz simétrica 
A de orden n, las n soluciones   de la ecuación:

El desarrollo de este determinante, da lugar 
en efecto al nacimiento a una ecuación de 
grado n en ƛ, llamada ecuación característica:

Esta ecuación posee de una manera general 
n raíces. En particular, el coeficiente cn-1 es 
la suma de los elementos de la diagonal de la 
matriz inicial A, llamada traza de la matriz, 
mientras que el término independiente c0 es 
el valor del determinante de A:

De una manera general, las raíces de la 
ecuación característica pueden ser reales 
o complejas, positivas, nulas o negativas, 
distintas o diferentes. En el caso de matrices 
simétricas, que interesan en forma particular, 
deben ser todas reales, teniéndose entonces:

La determinación de los valores propios 
puede estar basado en el algoritmo de 
Rutishauer, que consiste en descomponer 
la matriz A dada, como producto de dos 
matrices B y H, tal que B es una matriz 
triangular inferior con todos los elementos 
de la diagonal principal igual a 1, y H es una 
matriz triangular superior. Por un proceso 
iterativo se consigue transformar la matriz A 
en una matriz triangular superior tal que, los 

1  Llamados, autovalores o valores característicos.  
En ingles: laten root, characteristic root o eigenvalue.  En 
francés: valeurs propres o valeurs caractéristiques.

valores propios buscados son los elementos 
de la diagonal principal, existiendo para esta 
determinación también otros métodos. 

La determinación de los valores propios 
puede estar basado en el algoritmo de 
Rutishauer, que consiste en descomponer 
la matriz A dada, como producto de dos 
matrices B y H, tal que B es una matriz 
triangular inferior con todos los elementos 
de la diagonal principal igual a 1, y H es una 
matriz triangular superior. Por un proceso 
iterativo se consigue transformar la matriz A 
en una matriz triangular superior tal que, los 
valores propios buscados son los elementos 
de la diagonal principal, existiendo para esta 
determinación también otros métodos. 

Vectores propios2

Sea A una matriz de orden n sobre un cuerpo 
K. Un escalar λ se denomina un valor propio 
de A si existe un vector (columna) no nulo v, 
es decir:

Todo vector que satisfaga esta relación se 
llama un vector propio de A perteneciente al 
valor propio λi.

Norma inicial:

Norma final calculada en cada etapa de ese 
dominio:

2  Llamados, autovectores o vectores característicos.  
En ingles: laten vector, characteristic vector o eigenvector. 
En francés: vecteurs propes o vecteurs caractéristiques.
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Esta norma final es un conjunto 
suficientemente pequeña que requiere que 
cualquier elemento fuera de la diagonal  
debe ser más pequeño  que VF en magnitud 
absoluta define la convergencia del proceso.  

Indicador inicializado. Este indicador 
posteriormente es utilizado para determinar 
cuándo cualquier elemento fuera de la 
diagonal ha sido encontrado, que son más 
grandes que en el presente inicio.

Cada elemento fuera de la diagonal es 
seleccionado en etapas y una transformación 
es ejecutada para eliminar el elemento fuera 
de la diagonal (pivote), como se muestra en 
las siguientes ecuaciones:

Los cálculos anteriores son repetidos hasta 
que todos los elementos del pivote sean 
menores que en el comienzo.

El método de diagonalización fue realizado 
por Jacobi y adaptado por von Neumann para 
las computadoras.  

Se encuentra el valor de k, el número de 
valores propios que son más grandes o 
iguales que la constante especificada los 
valores propios determinados son arreglados 
en orden descendiente.

El porcentaje acumulado de esos k valores 
propios son:

             

m = número de valores propios (o variables) 
y   k ≤ m

Se calcula los coeficientes de cada factor, 
multiplicando los elementos de los vectores 
propios normalizados por la raíz cuadrada de 
los correspondientes valores propios, es decir 
se determina una matriz factor de los valores 
propios asociada a los vectores propios:

Posteriormente se ejecuta la rotación 
ortogonal de la matriz factor de orden m por 
k, tal que:
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aij es la matriz retenida o saturada, para la 
i-iem variable del j-ime factor

hi
2 es la varianza común j-ime variable 

definida a continuación

Varianza común3.

              

Matriz factor normalizada:

            y        

Varianza para la matriz factor:

            

         

La prueba de convergencia se ejecuta para 
cuatro operaciones sucesivas, se detiene 
la rotación y se ejecuta la ecuación de 
denormalización:

Si     

De otra manera se repite la rotación de 
factores hasta que la prueba de convergencia 
sea satisfecha.

Rotación de dos factores: Se rota dos factores 
normalizados bij al mismo tiempo:

1 con 2, 1 con 3, …., 1 con k,   2 con 3,…..,2 
con k,….,k-1 con k.  Esto constituye un ciclo 
de iteración.

3  En inglés: communality. En Francés: varianza 
commune.

Asumiendo que x y y son factores a ser 
rotados, donde x es el número más bajo o 
el factor del lado izquierda, y siguiendo la 
notación para la rotación estos dos factores 
son usados:

Donde xi y yi son los valores almacenados 
que serán utilizables, y Xi y Yi son los valores 
normalizados deseados, que son funciones de 

 , el ángulo de rotación.

Las etapas de cálculo son las siguientes:

 Cálculo de NUM y DEN

 

Comparación de NUM y DEN:

Los cuatro casos siguientes se producen:

NUM < DEN determinar B1

NUM > DEN determinar B2
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(NUM + DEN)  ≥ ɛ *  determinar B3

(NUM + DEN)  = ɛ    saltar a la próxima 
rotación

 ɛ *    es un factor de tolerancia pequeño

i)  Si tg 4Ɵ < ε     y    DEN es positivo, salta a 
la próxima rotación

ii)  DEN es negativo entonces:

      

     Luego pasa a calcular E

             

      Se calcula:

              
              

 y se calcula C
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Posteriormente, un componente principal en 
la solución, es la rotación de la matriz factor 
denominada varimax, desarrollada por Kaiser 
J. B. Carrol (1958). Transforma la matriz 
factorial hasta conseguir la solución que 
verifique que la suma de las simplicidades 
de los factores sea máxima. (Simplicidad = 
varianza de los cuadrados de las saturaciones).  
Rotan los factores forzando a que unas 
saturaciones se aproximen más a uno y las 
otras a cero, para facilitar así su interpretación.

           

Después de ser completado el ciclo k(k-1)/2  
las rotaciones son completadas, se vuelve a 
calcular la varianza para la matriz factor.

Denormalización:

                     

 

Prueba de la matriz común:

        
  

En este cálculo, se guarda en orden el número 

de dimensiones independientes tan pequeño 
como sea posible, solamente los valores 
propios (o coeficientes de correlación) 
más grandes o igual a 1 son retenidos en el 
análisis.

Es de hacer notar la diferencia entre: el 
análisis del componente principal que es 
usado para determinar el número mínimo de 
dimensiones independientes necesarias para 
contar al menos de la varianza en el conjunto 
original de variables; en cambio, la rotación 
varimax es usada para reducir las columnas 
(factores) y no las filas (variables) de la 
matriz factor.

4.  APLICACIÓN

La técnica del AF es aplicada a cualquier 
rama del saber humano, ya sea a la 
Psicología, minería, geología, metalurgia, 
medicina, odontología, agronomía, etc., 
donde se tenga un determinado número de 
muestras con sus respectivas variables, todas 
las que deberán estar expresadas en forma 
cuantitativa. Por ejemplo, en educación 
para llegar a determinar el rendimiento 
académico de los estudiantes, se llegará a 
considerar las notas obtenidas en cada una de 
las asignaturas por el estudiante, las cuales 
constituyen las variables. En la Tabla 1., se 
tiene una determinada información base, 
y las tablas siguientes son las obtenidas de 
acuerdo al programa desarrollado, conforme 
a la teoría señalada anteriormente, en la cual 
se posee 25 muestras, cada una constituida 
por 7 variables: 
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Tabla 1 
Valores de las 7 variables para las 25 muestras

Tabla 3 
Promedios 

En base a esta matriz de datos iníciales, aplicando el programa de AF desarrollado: se llega 
a obtener las siguientes tablas:

Tabla 2 
Total de las columnas

Fuente: Elaboración propia

Fuente: Elaboración propia

Fuente: Elaboración propia
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Tabla 4 
Suma de cuadrados y productos cruzados

Tabla 5
 Desviaciones estándar

Tabla 6 
Coeficientes de correlación

Tabla 7 
Valores propios            

Tabla 8 
Porcentajes acumulativos de valores propios

Fuente: Elaboración propia

Fuente: Elaboración propia

Fuente: Elaboración propia

Fuente: Elaboración propia

Fuente: Elaboración propia
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Tabla 9 
Vectores propios

Tabla 10 
Matriz factor con 7 factores, para las variables (Var.) 1 a 7

Tabla 11
Varianza de la Matriz factor para cada ciclo de iteración

Tabla 12 
Rotación de la matriz factor con 7 factores, para las variables 1 a 7

Fuente: Elaboración propia

Fuente: Elaboración propia

Fuente: Elaboración propia

Fuente: Elaboración propia
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5.  CONCLUSIONES

Los conceptos y definiciones matemático-
estadísticos dados en el presente trabajo, 
fueron utilizados en el desarrollo del 
programa computacional, en la misma 
secuencia mencionada de operaciones, cuya 
aplicación y obtención de resultados se 
muestra mediante una aplicación numérica; 
observándose desde la matriz de datos que 
se ha utilizado, y los resultados parciales 
que se determinan, como: sumas, promedios, 
desviaciones estándar, suma de cuadrados 
y productos, coeficientes de la matriz de 
correlación, valores propios, porcentaje 
acumulativo de los valores propios, vectores 
propios, matriz factor, varianza de la matriz 
factor para cada ciclo de iteración, rotación 

de la matriz factor y verificación de las 
varianzas comunes.

La finalidad de esta investigación es llegar 
a que el interesado tenga un acceso inicial 
al conocimiento y comprensión del AF sin 
dificultad, pudiendo profundizar a futuro este 
tema con mayor facilidad, recomendándose 
los textos especializados 5, 7 y 8 de la 
bibliografía para su mejor comprensión.
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RESUMEN

PALABRAS CLAVE

El presente artículo tiene por objeto, dar a conocer algunos estimadores robustos de tendencia 
central, y mostrar su aplicabilidad. En vista que el estimador de tendencia central más utilizado 
es la media muestral  , es necesario considerar la presencia de datos atípicos en la muestra, ya 
que estos pueden distorsionar la estimación que se realiza con la media aritmética

Estimación robusta, mediana de Hodges-Lehmann, media de Takashi, trimedia de Tukey, Media 
de Huber.

ESTIMADORES ROBUSTOS DE TENDENCIA CENTRAL

1.  INTRODUCCIÓN

Los estimadores robustos denominados 
también estimadores no paramétricos tienen 
la ventaja de disminuir la influencia de los 
valores extremos o de alguna manera ponderar 
los datos de tal forma que el estimador de 
posición central sea lo más representativo 
posible y el margen de error se minimice.

Los Estimadores Robustos, son estimadores 
libres de la suposición de la forma de 
distribución de la población de la cual 
se extrae la muestra. Al contrario de los 
estimadores clásicos que tienen asociada un 
tipo de distribución de la población. Así, por 
ejemplo, a la media aritmética se le asocia la 
distribución normal o mesocurtica.

Es más, a los Estimadores Clásicos se les 
asocia un criterio de óptimo prefijado, 
expresado por medio de las llamadas 
Normas Mínimas, basado en la distancia 
de las observaciones respecto el estimador. 
Las principales Normas Mínimas son las 
siguientes:

Norma  L1 : “la suma absoluta de los residuales 
es mínima.”

La Norma L1 está asociada a la Mediana y es 
conocida como la Norma de Laplace.

Norma L2: “ La suma de los cuadrados de los 
residuales es mínima.”

La norma L2 está asociada a la media 
aritmética y es conocida como el principio de 
mínimos cuadrados

En contraposición los estimadores robustos 
no tiene asociados ninguna distribución 
y ninguna norma óptima. Los principales 
objetivos de usar los estimadores Robustos 
se pueden resumir en los siguientes puntos:

a. Construir una estimación segura ante una 
cantidad apreciable de datos atípicos.

b. Poner un límite a la influencia del sesgo 
escondido debido a la presencia de 
datos atípicos (los que se salen de una 
tolerancia).

c. Aislar de manera clara los datos atípicos 
para un tratamiento por separado.

Artículo de Investigación
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d. Seguir cercanamente el sentido estricto 
del modelo Paramétrico.

2.  ESTIMACION NO 
PARAMÉTRICA O ROBUSTA 
DE TENDENCIA CENTRAL

Los estimadores no paramétricos de tendencia 
central son los llamados estimadores de 
orden o estadísticos de orden, puesto que 
las observaciones o valores de la variable 
aleatoria X deben ser ordenados: x(1) , x(2),..., 
x(n) . Tal que debe cumplirse que: x(1)< x(2)<... 
< x(n) .

De los diversos estimadores no paramétricos 
o robustos existentes, sólo se indicarán 
algunos de ellos.

2.1  LA MEDIANA DE HODGES – 
LEHMANN

Este estimador fue desarrollado por Joseph 
L. Hodges y Erich L. Lehmann en 1960, el 
mismo se basa en un algoritmo muy sencillo, 
es la mediana de los promedios de todos los 
pares sucesivos de observaciones de una 
muestra de n observaciones ordenadas.

Sea la serie de datos ordenados: x(1) , x(2)   ,..., 
x(n).  En base a estos se definen los promedios 
sucesivos denominados: Y1 , Y2,..., Yn-1 tal 
que:

De tal forma que se obtiene una nueva serie 
ordenada: Y1 < Y2<...< Yn-1. Siendo la mediana 
de Hodges – Lehmann la mediana de esta 
nueva serie.

Ejemplo: Suponer que 5 turistas se registran 
en un hotel, sus edades son: 18, 17, 18, 19 y 
60 años. Para calcular el estimador de Hodges 
– Lehmann, se tiene la muestra ordenada: 

En base a los que se calcula la serie de 
promedios: 

Hallamos la mediana de los cuatro promedios 
y resulta:

2.2   LA MEDIA DE TAKASHI

El Estimador de Takashi, presentado en 1969 
por Takashi Yamagawa1 toma la mediana 
sucesiva de las observaciones o mediciones 
y luego a esa nueva serie originada le aplica 
la media aritmética.

Sea la serie de datos ordenados: x(1) , x(2),..., 
x(n).  En base a estos se definen las medianas 
sucesivas denominadas: Y1 , Y2,..., Yn-1 tal que:

De tal forma que se obtiene una nueva serie 
ordenada: Y1 < Y2<...< Yn-1.  Siendo la media 
de Takashi la media aritmética de esta nueva 
serie.

Ejemplo: El estimador de Takashi para los 

1 Huber (1964) “Robust estimation of a location 
parameter”
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datos de las edades de los turistas del ejemplo 
anterior se basa en la muestra ordenada de las 
edades:

En base a los que se calcula la serie de 
medianas: 

Finalmente se calcula la media aritmética de 
las medianas:

2.3  LA TRIMEDIA DE TUKEY

Este estimador fue desarrollado por John 
Tukey en 19602 y es un promedio ponderado 
del primer, segundo y tercer cuartil. Sean   
los cuartiles de una muesra aleatoria de X, 
entonces el estimador de Tukey se define 
como:

Ejemplo: Los cuartiles de los datos: 18, 17, 
18, 19 y 60 son: 

Por tanto la trimedia de Tukey es:

2.4  LA MEDIA ITERATIVA DE HUBER

Este estimador fue desarrollado por Peter J. 
Huber3 en el año 1964. El estimador Huber 

2 Huber (1964) Robust estimation of a location 
parameter.
3 Huber (1981) Robust Statistic.

se desarrolla en base a las funciones:

Si se cumple: 

Si cumple   

Generalmente K adopta valores de 2 ó 3. Pues 
Kσ representa la tolerancia de la medición. 
El estimador de Huber utiliza una función de 
peso P de la siguiente forma:

De esta manera se otorga una ponderación más 
baja a las observaciones que se encuentran 
con mayor desviación de la deseada, lo que 
influirá directamente en la estimación final.

Ejemplo: Consideremos las observaciones 
xi: 17, 18, 18, 19, 60. A simple vista la 
observación 60 aparenta ser un dato atípico. 
Tomando como desviación máxima σ = 10 
y usando K = 2 se tiene que  Kσ = 20 se 
procede a utilizar el proceso iterativo para la 
estimación.

Recordemos que la media aritmética 
ponderada está dada por:

Utilizaremos la media aritmética de los datos 
como M=26,4 para la asignación de las 
ponderaciones, los residuales de las muestras 
son:
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De tal forma las ponderaciones de las 
observaciones resultan ser: 

 

Así la media aritmética ponderada resulta:

Con esta media ponderada calculamos los 
nuevos residuales:

Y se calculan los nuevos pesos tomando en 
cuenta que si |xi-M| ≤ 20  tendrá un peso igual 
a la unidad y si es ≥ 20 se le calcula el peso 
tal como se indicó antes:

La nueva media ponderada resulta: 

Este proceso iterativo se repite hasta que la 
media ponderada converja a un número el 
cuál será la media estimada de Huber.

3.  CONCLUSIONES

Los estimadores robustos de tendencia 
central ofrecen la ventaja de que evitan el 
“uso y abuso” que se ha hecho de la media 
aritmética, puesto que “a todo” le aplicamos 
la estimación de la media aritmética. Por 
otra parte, dichos estimadores eliminan el 
uso arbitrario del rechazo de observaciones 
atípicas, en vista que minimizan su efecto 
en el cálculo del estimador de posición. Por 
último, asumir una distribución normal para 
la población de donde se extrae la muestra 
(lo cual implica usar la media aritmética 
como estimador) no es conveniente cuando 
el número de observaciones es muy pequeño.

Huber, P.J. 1964: Robust estimation of a 
location parameter. Annals of Mathematical 
Statistics. Vol.35; pág. 73-101. 

Huber, P.J. 1981: Robust Statistics. New 
York. Wiley & Sons.
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RESUMEN

PALABRAS CLAVE

En los países pobres el trabajo o empleo productivo es inútil, ya que se caracteriza por el empleo 
redundante, elevado mercado informal, elevado desempleo, elevado subempleo vs los países ricos 
que generan trabajo o empleo productivo útil, el cual se caracteriza por la elevada alfabetización 
y larga escolarización; ¡clave para el progreso de una nación!

Riqueza, pobreza, productividad, trabajo o empleo productivo.

SOBRE LA RIQUEZA Y LA POBREZA DE UNA 
NACIÓN EN TÉRMINOS DE PRODUCTIVIDAD                                           

“UNA SENCILLA EXPLICACIÓN ESTADÍSTICA”

1.  INTRODUCCIÓN

¿Seremos capaces de percatarnos de la 
enorme consecuencia ecológica, económica, 
social y política que conlleva la explosión 
demográfica? Pues lo gravitacional no es el 
terrible problema que conlleva alimentar a 
tantísima gente –indigente- sino más bien el 
de procurarles un trabajo o empleo productivo 
que les saque de la miseria en que viven. Las 
religiones, el socialismo y el comunismo 
o dicho de otro modo los natalistas no se 
ponen de acuerdo con los antinatalistas sobre 
cuánto poder tiene (nada, un poco, mucho o 
muchísimo) la famosa expresión estadística 
“la explosión demográfica” sobre la riqueza 
y pobreza de una nación.

2.  LA RIQUEZA Y POBREZA 
DE UNA NACIÓN

Una persona es pobre como nos recuerda el 
Doctor (Tejero, J., 2004) cuando es analfabeto 
y cuando puede efectuar únicamente trabajos 
manuales primarios o serviles o de artesanía, 
ya que genera pobreza debido a su baja 
productividad. Sin embargo, todo converge 
como lo veremos más delante de manera 

lógica en la frase “altas tasas de natalidad”, 
esto para nosotros será “el circulo vicioso 
de la pobreza”. Por otro lado, también 
consideraremos un país pobre a toda nación 
que tiene un PIB per cápita inferior a 5500 
US$, y nación rica a aquella que tiene un PIB 
per cápita superior a 5500 US$.

3.  LA PRODUCCIÓN

Entenderemos por producción o fabricación, 
la actividad que transforma determinados 
bienes en otros distintos que poseen una 
utilidad mayor. Lo que tratamos de decir 
es que debemos tener en cuenta que hay 
actividad productiva del “bien A en bien 
B” si y solo si el bien B representa mayor 
utilidad económica que la del bien A, para lo 
cual también debemos considerar que el bien 
A y el bien B son el mismo objeto en distintos 
momentos. De esta manera, inferimos que el 
bien A (materia prima) y el bien B (producto) 
son bienes económicamente distintos. En 
consecuencia, las transformaciones de 
bienes en otros bienes que pueden dar lugar a 
actividades productivas son de tres especies: 
tecnológicas, espaciales y temporales. Ahora 
bien, esta sección del trabajo quedaría vaga 

Artículo de Investigación
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si no relacionásemos la eficiencia con la 
producción. Y si leemos al Doctor Wilfredo 
Pareto, comprenderemos enseguida que 
a + eficiencia productiva que posea una 
determinada empresa + será la capacidad 
productiva de dicha empresa. 

Entonces, para llegar a la eficiencia 
productiva1, diremos: 1) que una empresa 
es una unidad de producción que produce 
un determinado bien; 2) una empresa 
se encuentra en condiciones de máxima 
eficiencia productiva cuando su producto es 
máximo respecto a las cantidades globales 
de los factores de producción empleados. En 
consecuencia, para que un producto de una 
empresa sea máximo dadas las cantidades 
de los factores de producción, es necesario 
que los factores se distribuyan racionalmente 
entre las secciones de la empresa de tal modo 
que cada sección tenga el mismo nivel de 
productividad.

4.  LA PRODUCTIVIDAD

Entenderemos por productividad2, la 
capacidad productiva o capacidad de 
producción, es decir, como el máximo 
nivel de producción que puede alcanzar 
una empresa por medio de una estructura 
productiva en un tiempo dado. El incremento 
o no de la capacidad productiva viene dada 
por la toma de decisiones en por ejemplo la 
inversión para adquirir tecnología, mayor 
1  En otras palabras, la eficiencia productiva [EP] 
responde a la ecuación: EP = [ciencia + tecnología + recurso 
humano + recurso material].

2  Revisando nuestra Historia, empezamos con la 
revolución agrícola y tuvimos mundialmente el primer indicio 
de productividad en la que se redujo el número de hambrientos, 
luego con la revolución industrial dimos curso a una intensa 
productividad, finalmente con la actual revolución tecnológica, 
biológica, científica globalizada vivimos el mayor periodo de 
productividad vista por el hombre. Y todo tiene una sola causa: 
“elevada alfabetización y larga escolarización, es decir educación, 
el cual es un problema catastrófico en los países pobres y 
subdesarrollados, pues en éstos importa más lo político y lo 
popular”.

cantidad de mano de obra, más expertos en 
un área X, etc. Un ejemplo que podemos 
describir para que quede claro lo anterior, 
sería el referido a una industria láctea en el 
que 100 trabajadores poseen una producción 
en volumen de 2000 litros de leche evaporada/
día de acuerdo a la tecnología y mano de obra 
cualificada que posee. Entonces diremos que 
la productividad es de 20 litros/trabajador. 
De lo anterior, deducimos que la producción 
y la productividad de una empresa X debe 
ser capaz de satisfacer la demanda de un 
mercado. Cuando no es capaz de hacerlo 
hablamos de demanda insatisfecha y 
cuando sobrepasa dicha oferta entonces 
decimos que la empresa X está perdiendo 
clientes. En términos concretos notamos 
que: la productividad no es una medida de 
la producción ni de la cantidad que se ha 
fabricado (Bain, 1985), más bien es una 
medida de lo bien que se ha combinado y 
empleado los recursos para cumplir con 
los resultados deseados: Productividad = 
[resultados/recursos empleados]; o escrito de 
otra manera: Productividad = [producción de 
bienes o servicios/insumos].

Finalmente, otro Doctor en Economía 
(Wannacott; 1993: 329-348), indica que 
la clave del crecimiento económico o 
rentabilidad es la productividad. Esta 
proposición es evidente si por ejemplo 
esperamos que aumente la producción de 
un producto X en un Laboratorio entonces 
el profesional debería producir más de ese 
producto X/hora, o dicho de otra manera, 
si aumentase la productividad media de su 
trabajo el profesional entonces tendríamos 
un lógico incremento en la producción del 
producto X. Por tanto, el crecimiento del 
nivel de producción depende del efecto 
combinado de los incrementos en el número 
de horas trabajadas, de la producción y 
cuánto se produzca en un periodo dado. Así, 
solo una mayor productividad supone mayor 
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rentabilidad.

5.  LOS GENIOS DEL CAPITALISMO

5.1. DAVID HUME (1711-1776), británico, 
filósofo, profesor de moral, fue el iniciador 
de las divergencias respecto a las opiniones 
dominantes en la época. Con Hume la 
filosofía británica se apartó de la metafísica. 
Su filosofía que consistía en ver las cosas 
de otra manera influyó en Immanuel Kant 
y en Adam Smith; junto con Smith son 
considerados los precursores del capitalismo. 
Modelo económico practicado por los países 
industrializados.

5.2. ADAM SMITH (1723-1790), escocés, 
filósofo, profesor de moral, un genio de 
la observación, del análisis, síntesis y 
exposición, padre del liberalismo económico 
y de la economía moderna, nos proporciona 
dos reglas valiosísimas: 1) la riqueza de 
las naciones es (independientemente de su 
extensión territorial, población, suelo y clima) 
a) directamente proporcional al crecimiento 
económico e b) inversamente proporcional al 
crecimiento de la población 3; 2) la riqueza de 
las naciones es c) directamente proporcional 
a la tasa de rentabilidad e d) inversamente 
proporcional a la tasa de interés. 

Cuando decimos matemáticamente que la 
riqueza de las naciones es directamente 
proporcional al crecimiento económico 
queremos decir que una nación es tanto más 
rica, más desarrollada social, económica 
y políticamente, cuanto más crezca 
económicamente. Por su parte, cuando 
decimos que la riqueza de las naciones es 
inversamente proporcional al crecimiento de 
la población queremos decir que una nación 
es tanto más pobre, más subdesarrollada 
3  Entenderemos en este trabajo la expresión 
“crecimiento de la población” como sinónimo de “tasa de 
natalidad” o de “crecimiento demográfico”.

social, económica y políticamente, cuanto 
más crezca poblacionalmente.

6.  LOS GENIOS DEL SOCIALISMO-
COMUNISMO

6.1. KARL MARX (1818-1883), judío 
alemán, quien en octubre del 1843 una 
vez en la capital francesa se relacionó con 
el movimiento obrero-socialista. Si bien 
a menudo miró con desagrado las ideas 
paupérrimas de los grupúsculos socialistas 
de la época, siempre se emocionó con la 
fraternidad que unía a los obreros durante 
las reuniones políticas a las que asistía. En 
París conoció en Engels y juntos escribieron 
el “manifiesto comunista” la que señala la 
idea de que la lucha entre las clases sociales 
constituye el motor de la evolución histórica 
y que las clases sociales, los obreros son todo 
y el capitalismo es nada. En 1900 Lenin se 
convirtió en el artífice del socialismo ruso, 
sucediéndole a éste Stalin, entre otros.

7.  LOS GENIOS IMPARCIALES

7.1. MAX WEBER (1864-1920), judío 
alemán, jurista, sociólogo, economista, 
filósofo, políglota, de un saber enciclopédico 
anonadante, es el primero en escribir sobre 
la influencia de las religiones-culturas en 
la consecución de logros materiales y en la 
elevada alfabetización y larga escolarización 
4de manera organizada y a gran escala. Weber 
concede gran relevancia a la racionalización 
de Occidente, al racionalismo occidental, 
racionalismo económico, conducta racional, 
ética económica, sociología de las religiones, 

4  La expresión “larga escolarización” implica pasar 
por el Pre kínder, Kínder, Primaria, Secundaria, Universidad, 
Diplomado, Especialidad, Maestría hasta llegar al Doctorado 
y/o post Doctorado en cualquier área científica. En consecuencia, 
ser científicos con la habilidad de investigar, crear, innovar o 
inventar es la cúspide de la larga escolarización en los países 
industrializados.
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valor de la herencia biológica y el modo 
de reaccionar ante el destino y el medio 
para la consecución de esos logros éticos, 
materiales, científicos organizados y en gran 
escala,…, en otras palabras “el capitalismo 
genuino”. Nos proporciona una regla 
valiosísima: 1) el capitalismo organizado, la 
riqueza de las naciones, la cultura occidental, 
el desarrollo económico, social y político 
es a) directamente proporcional a la ética, a 
la conducta racional y a la cultura racional 
(elevada alfabetización y larga escolarización 
creciente) e b) inversamente proporcional a 
la corrupción, al analfabetismo y a la cultura 
irracional.

Cuando decimos matemáticamente que la 
riqueza de las naciones es directamente 
proporcional a la ética, a la conducta racional 
y a la cultura racional queremos decir que una 
nación es tanto más rica, más desarrollada 
económica, social y políticamente, cuanto 
más ética, conducta racional y cultura 
racional posea. Por su parte, cuando 
decimos que la riqueza de las naciones es 
inversamente proporcional a la corrupción, 
al analfabetismo y a la cultura irracional 
queremos decir que una nación es tanto más 
pobre, cuanto más corrupción, analfabetismo 
y cultura irracional posea5. 

Weber se preguntaba ¿en qué medida las 
actitudes religiosas y culturales inciden en 
la pobreza? Él observó y comprobó que 
determinadas comunidades, determinadas 
actitudes religiosas y culturales, eran más 
exitosas que otras en la consecución de 
bienes materiales e intelectuales. Es así que 
estableció dos reglas: 1) son comunidades 
pobres las que sufren las más altas tasas 
5   Esto nos resulta lógico, pues solamente una conducta 
y cultura racionales nos conduce a una elevada alfabetización y 
larga escolarización, a la procreación muy bien controlada, a 
procrear hijos que se puedan mantener y educar dignamente hasta 
que ellos lleguen a su Doctorado o mínimamente culminen con una 
Carrera Universitaria y sean el orgullo de su familia, de sí mismos 
y de su nación.

de natalidad, corrupción, analfabetismo y 
han padecido o padecen un sistema político 
socialista o comunista o populista, 2) son 
comunidades ricas las que gozan las más 
bajas tasas de “natalidad, corrupción y 
analfabetismo”.

Weber nos sugiere en su investigación que 
en los países ricos “la cultura de los valores 
democráticos se impone sobre la religión; 
poseen una elevada alfabetización y larga  
escolarización y una amplia racionalización 
de la religión y de la cultura 6”. En los países 
pobres islámicos “la religión no racionalizada 
sigue siendo la base de su identidad pobre. 
La religión es su cultura y aquella es el 
principio y fin de su existencia”. En los países 
pobres latinos “sus tradiciones paganas, 
religiones y culturas no racionalizadas, etc., 
son la base de su identidad pobre”. Weber 
también nos señala que “la responsabilidad 
y la ética deberían ser los dos valores más 
imprescindibles y trascendentes de cualquier 
grupo humano, comunidad, sociedad o 
Estado desde la más pobre hasta la más 
rica con el fin de garantizar la permanencia, 
supervivencia y buen desarrollo y progreso 
de éstos”. Con esto tenemos que, los países 
pobres se caracterizan por sus bajos niveles 
éticos. Por ende, a + bajo nivel de ética + 
corrupción. Y los países ricos se caracterizan 
por sus altos niveles morales y éticos. Por 
ende, a + alto nivel ético – corrupción.

7.2. ALBERT EINSTEIN (1879-1955), 
judío alemán, que junto con Arquímedes e 
Isaac Newton forman el trio de científicos 
más brillantes que jamás haya conocido la 
Historia de la humanidad. Ellos fueron, son y 
seguirán siendo los tres héroes de la Ciencia. 
Su fórmula E=mc2, nos habla también 
de economía, cuando nos dice: + energía, 
6  Entendemos por religión racional a la religión 
actualizada, es decir la razón por sobre la fe; y por cultura racional 
a la cultura progresista, es decir la razón por sobre las tradiciones 
festivas ridículas periódicas, paganas y retrogradas, etc.
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supone + civilización, y con + civilización 
se requiere + energía. Einstein también nos 
recuerda que la riqueza y pobreza de las 
naciones también está determinada por el 
sistema político-económico que rija en cada 
país. Esto tiene que ver con los más de 2800 
millones de personas pobres en nuestro 
planeta, y son pobres porque no disponen de 
un trabajo o empleo productivo. Sin embargo, 
¿Cuál es la causa de esa pobreza? Según 
(Tejero, J., 2004) los países que más padecen 
de explosión demográfica son los países más 
pobres del planeta: África posee (1.91% de 
tasa anual de crecimiento demográfico) en 
relación al Total mundial (1.33%); EEUU y 
Canadá (1.34%); América Latina (4.13%); 
Asia (1.38%); Europa (0.60%); Oceanía 
(1.66%). Por ende, un país es pobre por sus 
elevados incrementos demográficos, y su 
pobreza es tanto mayor cuanto más elevadas 
son sus tasas de corrupción y analfabetismo. 
Contrariamente, los países con bajos 
incrementos demográficos son los más ricos 
y prósperos a nivel mundial. Luego, por sus 
bajos incrementos demográficos, la riqueza 
es tanto mayor cuanto más elevadas son las 
tasas de alfabetismo. Empero, EEUU es un 
caso especial, ya que, si bien es la nación con 
el mayor nivel económico, cultural, social, 
político, científico, tecnológico, empresarial 
y laboral a nivel mundial, ésta padece las más 
altas tasas de natalidad y analfabetismo entre 
las naciones más ricas, como consecuencia 
de sus muy prolíferas reproductoras etnias 
“negra e hispana”.

7.3. GERALD M. MEIER (1923-2011), 
un renombrado Doctor en economía nos 
recuerda una regla económica conocida 
como el cociente o índice de Meier, el cual 
es muy relevante, es la más representativa 
y trascendental de las ciencias económicas 
sociales y políticas que dice: “el crecimiento 
económico debe duplicar o triplicar 
dependiendo del nivel tecnológico de la 

nación al crecimiento demográfico para la 
creación de trabajo o empleo productivo”. 

Por medio del índice, razón o proporción 
matemática de Meier (Crecimiento PIB anual 
dividido entre el Crecimiento poblacional 
anual) podemos argumentar o determinar 
o diferenciar la riqueza y pobreza entre 
naciones o entre regiones. O en otras palabras, 
el índice de Meier dice: a) en las naciones 
ricas el índice de Meier es mayor que 2.5 o 3, 
b) en las naciones pobres el índice de Meier 
es inferior a 2.5, c) si el índice de Meier es 
inferior a 1 hablamos entonces de un desastre 
económico para esa nación.

Los países pobres (ricos o muy ricos en recursos 
naturales7) suelen tener un crecimiento 
económico (PIB) mayor que el de los países 
industrializados. Empero, lo estadísticamente 
significativo es que las tasas más elevadas 
del crecimiento PIB por habitante o PIB 
per cápita (que son las más trascendentales 
económicamente) corresponden a países 
industrializados. ¿Cómo es esto posible, 
parece algo incoherente o no?  La explicación 
está dada a través del siguiente ejemplo: 
América Latina creció poblacionalmente 2.9 
veces más que los países industrializados 
(crecimiento poblacional anual de América 
Latina 2.42 dividido entre crecimiento 
poblacional anual de países industrializados 
0.83). Por ende inferimos que América 
Latina (un conglomerado de países pobres 
y subdesarrollados) necesita un ritmo de 
crecimiento económico sostenible anual 
mayor al 7.26% en su PIB para salir del 
subdesarrollo y pobreza; racionalmente 
7   Por incomprensible e increíble que parezca son los 
países que no poseen recursos naturales los más productivos del 
planeta, ejemplo de ello son: Indonesia, Malasia, Filipinas y 
Tailandia (llamados los tigres o dragones menores); Hong Kong, 
Taiwán, Singapur y Corea del sur (llamados los tigres o dragones 
mayores). Otros casos dignos de mencionar son Israel, Japón, 
Australia, Finlandia, Irlanda, etc. Finalmente están aquellas 
naciones que están escalando a pasos gigantes la montaña de 
la productividad tales como Brunéi, Vietnam, Laos, Birmania, 
Camboya y Chile.
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imposible de alcanzar8.  Luego, tenemos 
que el PIB anual de América Latina es de 
tan solo 4.13, su Crecimiento poblacional 
anual es el terrorífico 2.42, por ende el PIB 
per cápita es el absurdo 1.71, esto nos lleva 
a deducir lógicamente que haga lo que se 
haga, América Latina está condenada al 
abismo tercermundista, pues recordemos que 
para salir de la pobreza el índice de Meier 
debe ser superior a 2.5 o 3. Hasta aquí es 
preciso aclarar que el éxito socioeconómico 
y político de los países ricos no se debe a su 
elevado crecimiento económico a costa de 
los países pobres (como nos hacen creer los 
políticos de gobiernos de turno), sino a su 
racional crecimiento demográfico. 

7.4. MICHAEL P. TODARO, otro 
renombrado Doctor en economía nos recuerda 
otra regla económica sobre la Tasa Bruta de 
Natalidad (TBN), que establece después de 
muchísimas investigaciones mundiales que: 
1) la TBN de 15 mil nacidos vivos por cada 
1000 habitantes es la barrera que separa a los 
países ricos de los países pobres. Es decir, 
una TBN si es superior a 15 por mil nacidos 
vivos es un país pobre; e inferior a 15 por mil 
nacidos vivos es un país rico.

8. LA SECUENCIA ESTADÍSTICA

i. A + tasa de crecimiento demográfico 
+ tasa de desempleo, y a + tasa de desempleo 
+ pobreza, y a + pobreza + tasa de hambre9. 

ii. El desarrollo económico es 

8  Japón (comparando territorialmente con nuestro país, 
es del tamaño de la ciudad de Tarija), ha sido el único en el mundo 
que tuvo la mayor tasa de crecimiento PIB anual en el periodo de 
1913 a 1998 y fue de 4.22%, según nos señala el Profesor PhD 
Guisán.
9  Todos los países subdesarrollados del planeta, 
especialmente en África, Latinoamérica y países islámicos poseen 
altas tasas de crecimiento, desempleo y pobreza. Paradójicamente 
son ricos y otros muy ricos en recurso naturales. La corrupción 
muy bien disimulada y lo voraces que pueden ser los políticos y/o 
gobernantes modelo de dichos países lo explican todo.

directamente proporcional al crecimiento 
económico. E inversamente proporcional al 
crecimiento de la población.

iii. El buen desarrollo y progreso de 
las naciones es directamente proporcional 
a las tasas de responsabilidad y ética e 
inversamente proporcional a las tasas de 
irresponsabilidad y corrupción.

iv. A + elevada alfabetización y larga 
escolarización + eficiencia productiva, y a 
+ eficiencia productiva + productividad, y a 
+ productividad + crecimiento económico, 
y a + crecimiento económico + desarrollo 
económico de una persona, de una nación o 
región, y a + desarrollo económico + progreso 
de una nación.

9.  DISCUSIÓN

¿Hay algo más irracional, no solidario, 
irresponsable, inhumano y fuera de moral que 
procrear hijos como conejos destinados a la 
desdicha, a la explotación económica, sexual, 
política y religiosa?, ¿Hay algo en cualquier 
país tan indigno y fuera de moral cómo el 
político y funcionario público corrupto que 
asegura su poder?, ¿Alfabetizar plenamente a 
las familias que se reproducen como conejos 
con carencias de la más imprescindible 
infraestructura es o no es estadísticamente un 
imposible? Los datos estadísticos propuestos 
de las diversas fuentes consultadas nos dejan 
ver que la tremenda explosión demográfica 
es la causa del desastre ecológico, desempleo 
masivo, pobreza masiva, bajos salarios 
masivos, analfabetismo masivo, emigraciones 
masivas, agitaciones sociales, corrupción, 
delincuencia, políticas masivas, terrorismo 
masivo, explotación de niños, narcotráfico, 
prostitución, tráfico de órganos y de personas, 
etc., realidades o males rancios, endógenos 
o internos que no son aceptadas por las 
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religiones ni por los latifundistas ni por los 
gobiernos seguidores del judío alemán Karl 
Marx: “socialistas-comunistas, populistas, 
fascistas, corporativistas, autárquicas, neo 
marxistas, marxistas leninistas, marxistas 
maoístas”.

10.  CONCLUSIÓN

Hemos develado cómo la estadística nos 
auxilia en comprender de manera única, 
simple y elegante la riqueza y la pobreza 
de una nación en términos de productividad 
que nos traslada a 6 conclusiones: i) La 
tasa de rentabilidad debería ser dos veces la 
tasa de interés para conseguir un desarrollo 
económico equilibrado con suficiente 
trabajo o empleo productivo; ii) Un país 
es pobre porque es incapaz de crear un 
trabajo o empleo productivo que demanda 
su desmedido crecimiento demográfico 
(Esto no lo aceptan los natalistas, ya sea 
por su ignorancia, creencias religiosas, 
convicciones políticas o sociales o por 
espurios intereses políticos, económicos y 
sociales). Los gobiernos de dichos países son 
ajenos a la democracia pluripartidista y ética 
y a la economía liberal de mercado; iii) Los 

inconvenientes principales para la creación 
de trabajo o empleo productivo en países 
pobres o subdesarrollados son: la explosión 
demográfica incontrolable, la corrupción, el 
analfabetismo, la fuga de capitales, actitudes 
religiosas culturales irracionales; iv) La tasa 
anual de crecimiento poblacional debería 
ser más importante que la tasa anual de 
crecimiento económico con el único objetivo 
mayor de lograr suficiente trabajo o empleo 
productivo; v) El control de natalidad, 
los incentivos laborales y económicos, 
salarios muy bien remunerados, la elevada 
alfabetización y larga escolarización y 
la mejora sanitaria deberían ser el único 
fin de todo sistema político en países 
subdesarrollados; vi) La riqueza y pobreza 
de las naciones depende básicamente de 
la productividad de sus ciudadanos, de su 
constitución política de Estado, de su larga 
escolarización que a su vez es consecuencia 
de su genotipo (herencia genética), fenotipo 
(clima, religión, cultura) y estado nutricional, 
del poder que posean los sindicatos, y 
especialmente de los políticos dirigentes de 
una nación. Y dado que son los políticos 
quienes fabrican un sistema político, está en 
las manos de éstos últimos el destino (éxito o 
fracaso) de su país.
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