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Resumen

En la actualidad la pandemia del COVID-19 ha sido tema de estudio desde muchos enfoques, uno
de ellos es el andlisis de la evolucion del virus y los casos nuevos reportados, especificamente para
la determinacién del promedio de la transmision de la enfermedad y la probabilidad de extincion del
mismo, la metodologia del presente trabajo analiza el comportamiento del virus en Bolivia desde
su aparicion en el mes de abril 2020 hasta el 30 de enero del 2022, como un proceso estocastico
de Galton-Watson para determinar el promedio de reproduccion en cada mes y la probabilidad de
extincion del COVID-19 para cada mes, de manera que se obtenga algin patrén o comportamiento
sistematico que sea de utilidad para el monitoreo del virus.

Palabras clave: Procesos de ramificacion, promedio de reproduccion, probabilidad de extincion, procesos
estocasticos

Abstract

Currently, the COVID-19 pandemic has been the subject of study from many approaches, one of
them is the analysis of the evolution of the virus and the new cases reported, specifically for the
determination of the average transmission of the disease and the probability extinction of the same,
the methodology of this work analyzes the behavior of the virus in Bolivia from its appearance in
the month of April 2020 to January 30, 2022 as a Galton-Watson stochastic process to determine the
average reproduction in each month and the probability of extinction of COVID-19 for each month,
so that some pattern or systematic behavior is obtained that is useful for monitoring the virus.

Keywords: Branching processes, reproduction rate, extinction probability, stochastic processes

1. Introduccion

Los procesos de ramificacion son una clase de procesos estocasticos que modelan el crecimiento de
una poblacion. Se utilizan ampliamente en biologia y epidemiologia para estudiar la propagacion de
enfermedades infecciosas y epidemias. En 1873, Sir Francois Galton se plantea una pregunta, respecto
a los apellidos paternos ;qué proporcion de sus apellidos paternos se habran extinguido después de r
generaciones?. Su motivacion original era estudiar la extincion de los apellidos familiares, un tema
que preocupaba a la aristocracia victoriana en el siglo XIX. El reverendo Henry William Watson
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respondi6 con una solucion. El estudio de la ramificacion. Los procesos surgieron de la colaboracion
de Watson y Galton. Sus resultados fueron descubiertos independientemente por el estadistico francés
Irénée-Jules Bienaymé. Por tal razon el modelo de proceso de ramificacion a veces se denomina
proceso Bienaymé-Galton-Watson.

La idea general de los procesos de ramificacion es la siguiente: en un instante de tiempo se identifica
un conjunto de individuos que forman la generacion 0, esta generacion produce descendientes, cuya
coleccion forma la generacion 1. Los descendientes de la generacion 1 constituyen la generacion 2,
y asi sucesivamente. Estos procesos modelan la evolucién en el tiempo de procesos con estructuras
tipo arbol.

De esta manera, si se define el proceso estocastico {Z } como el niimero de individuos en la n-¢sima
generacion, entonces la Figura 1 muestra la evolucion del proceso de ramificacion de Galton-Watson
con Z =1 (Athreya ,1972).

Figura 1.
Esquema de la evolucion del proceso de ramificacion de Galton-Watson
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Fuente: Athreya, 1972

La pandemia del COVID-19 en la actualidad requiere de su estudio y modelacion desde muchos
aspectos, uno de cllos es el analisis de la propagacion del virus, por ello el objetivo del presente
trabajo es la aplicacion del proceso de Galton-Watson para estimar el promedio de la transmision
de la enfermedad y la probabilidad de extincién del mismo en Bolivia.

2. Metodologia

Lametodologiadel trabajo se basa en el procedimiento de un estudio de propagacion del COVID-19
en Bolivia a partir del proceso de Galton-Watson, tomando en cuenta los casos reportados desde
abril de 2020 hasta enero de 2022, por tanto, es un método de estudio prospectivo. Los datos para
el estudio corresponden a los reportes diarios de casos confirmados de COVID-19 en Bolivia
realizados por el Ministerio de Salud y que se encuentran disponibles en el repositorio de datos
COVID-19, del Centro de Ciencias e Ingenieria de Sistemas (Johns Hopkins University, 2021)
situada en Baltimore, Estados Unidos.
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3. El proceso de Galton-Watson

Sea {Z ; n >0} una secuencia de variables aleatorias definidas como:

Zn-1

Zn:ZX,k s n>1 1)
k=1

Donde {X ;n, k> 1} esuna familia de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
con una funcion de probabilidad {p ; n>0} de tal forma que es independiente de Z . Para cada n>0,
X, representa el namero de hijos del i-¢simo individuo en la n-ésima generacion, la variable aleatoria
Z representa el tamafio de la n-ésima generacion de una poblacion. Entonces {Z ; n>0} es conocido
como el proceso de Galton-Watson.

Por la definicion anterior, la distribucion de Z queda completamente determinada por dos parametros
de entrada, la distribucion p y Z . De tal forma que {Z; n>0} constituye una cadena de Markov
homogénea con matriz de transicion [p,];i/20, dado por:

pijZP[Ziﬁlzj | an i]zpj*i

Donde p;" denota la i-ésima convolucion de p, .

Si se define el evento de extincion de la poblacién como:
Extincion = {3n € Ntal que Z, = 0} = U{Zn = 0}
neN
Entonces hallar la probabilidad de extincion es:
n = P(Extincion)=P(Z = 0) ; para algin neN
De tal forma que:
Si P(X=0) =0 entonces # = 0.
Si P(X=0)>0 entonces #>0—# > P(X=0)>0. Indica que el individuo original tiene 0 hijos.

Watson demostrd en su articulo original con Galton que, si P(X = 0)>0 entonces de hecho # = 1 para
cualquier X. Sin embargo, su documento original tenia un error en vista que es posible tener # €(0,1),
dependiendo del valor de i« = E[X]. Se tienen tres casos posibles:

Siu<1—n=1, entonces la poblacion siempre se extingue.

Siu>1—n<1,entonces la poblacion tiene la probabilidad de sobrevivir.

n=1si PE=1)<1

S“”=1"{n=0 si PX=1)=1

Segun lo anterior, se puede clasificar a los procesos de Galton-Watson en 3 tipos:
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Tipo sub critico, siu < 1.
Tipo critico, siu = 1.

Tipo supercritico, si x> 1.

4. Tamaiio medio de la n-ésima generacion

La ecuacion (1) se representa como una suma de variables aleatorias i.i.d (Athreya, 1972). Estos
resultados pueden ser utilizados para hallar los momentos de la variable aleatoria Z .

Sea u=), * k*p, la media de la distribucion de la descendencia, para encontrar el tamafo medio de
la n-¢sima generacion E[Z ] condicionado en Z , por la ley de la esperanza total

[¢2] [#0] z??.—l
E[Z,] = Z E[Zp|Zn_1 = KIP[Zy_ = k] = Z E| D XnilZn-y = k| PlZn-1 = K]
=0 =0 1=1
00 k oo k
= DB XnilZns = k‘P[zn_l =1 = Y (> Xpi|PlZny = K]
k0=00 i=1 k=0 i=1
= kpPlZyq = k] = pE[Z, 4]
k=0
Luego aplicando la formula de recurrencia, se obtiene:
E[Zn] =u E[Zn_l] =U, E[Zn_z] =..=usn= 0, Z0= 1 2)
De esta manera se obtienen los tres casos mencionados anteriormente
0 ;sipu<i
lim E[Z,] = lim u" =4{1 ;siu=1 (3)
n—0co n—coo o ; si 0> 1

El proceso de ramificacion es sub critico si u <1, critico si ¢ =1 y supercritico si u >1.
En el caso que Z,# 1, el nimero medio de reproduccion de la generacion n se calcula por la formula:
EZ]=Z,u" ;n=0
5. Varianza del tamaiio de la n-ésima generacion

Para explorar el proceso de extincion en los casos critico y supercritico (¢« > 1), se considera la varianza
del tamafio de la enésima generacion V[Z ]. Sea ¢* la varianza de la distribucion de la descendencia
X .. Por el teorema de la varianza total,
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VIZI1=VIEZ |Z ))]+E[V(Z,

Zn—] )]

Como ya se demostro en 2,
k k
EGnlZnes =R =E( D Xut | = ) E[Xui] =k
i=1 i=1

Entonces
E(Zn | Zn—]) = 'u * Zn—]

De manera similar

k k
V(anzn—l = k) =V an,i = Z V Xn,i] =ko?
i=1 i=1
De esta manera se tiene
V(Zn Zn-] ) = 0-2 Zn-]

Bajo la suposicion de independencia de los X, y aplicando el teorema de la varianza total (Ospina,
2021), se tiene

VIZI1=VIuZ ]+tE [0? Z ] =1’ Viz 1+ ol ;n>1
Como V[Z,]=0, la ecuacion anterior resulta:

VIZ1=@2 VIZ]+ =0
VIZ]=wVI[Z]+op=0 u(l+p
ViZ]=wVIZ])+tou=c (1 +pu+u’)

De manera general el patron anterior provee el resultado:

n-1 no? ;s u=1
VIZ. 1= g?« n—lz k—=Jg2n=1(y" -1 4
(Zn] I H# u‘ufu ):Si!w&1 4)

En el caso subcritico (« < 1), tanto la media como la varianza del tamafio de la generacion tienden
a 0. En el caso critico ( u = 1), el tamafio medio de cada generacion es uno, pero la varianza es una
funcién de crecimiento lineal de n.

En el caso supercritico ( 4 > 1), la varianza crece exponencialmente. La gran diferencia entre la
media 4" y la varianza sugiere que en algunos casos tanto la extincion y el crecimiento ilimitado son
resultados posibles.
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6. Analisis de la reproduccion y la probabilidad de extincién del COVID-19 en Bolivia

Figura 2.
Bolivia: casos diarios confirmados de COVID-19 (01/04/2020-30/01/2022)
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Fuente: Elaboracion propia en base a datos del Centro de Ciencias e Ingenieria de Sistemas de la Universidad Johns Hopkins

Aplicando el modelo de Galton-Watson con una distribucion de Poisson se estiman el promedio de
reproduccion y la probabilidad de extincion para cada mes, los resultados se muestran en la Tabla 1.

Tabla 1:
Bolivia: Promedio estimado de reproduccion del COVID-19 y probabilidad estimada de extincion del virus
por mes

Probabilidad

Ano Mes Promedio de extincion
2020 Abril 1.0492 0.9077
Mayo 1.0387 0.9264

Junio 1.0312 0.9401

Julio 1.0130 0.9744

Agosto 0.9649 1.0000

Septiembre 1.0001 0.9998

Octubre 0.9559 1.0000

Noviembre 1.0035 0.9930

Diciembre 1.1226 0.7898

2021 Enero 1.0104 0.9795
Febrero 0.9684 1.0000

Marzo 1.0105 0.9793

Abril 1.0297 0.9429

Mayo 0.9845 1.0000

Junio 0.9880 1.0000

Julio 0.9708 1.0000

Agosto 1.0011 0.9978

Septiembre 0.9884 1.0000

Octubre 0.9884 1.0000

Noviembre 1.0098 0.9807

Diciembre 1.1030 0.8192

2022 Enero 0.9881 1.0000
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La Figura 3 muestra la variacion de la tasa promedio de reproduccion durante cada mes entre abril
de 2020 y enero de 2022, se puede apreciar que en el 50% de los meses el promedio de reproduccion
se sittia por encima de 1, y el mes con mas incidencia es diciembre de 2020 y 2021, dando una pauta
del comportamiento estacional de la enfermedad. De acuerdo a la ecuacién 2, esto indica que la
enfermedad estd a punto de extinguirse en esos meses.

Figura 3.
Bolivia: Promedio de reproduccion del COVID-19 por mes (01/04/2020-30/01/2022)
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Fuente: Elaboracion propia en base a datos del Centro de Ciencias e Ingenieria de Sistemas de la universidad Johns Hopkins

La Figura 3 muestra que el promedio de reproduccion es mayor los meses de diciembre, indicando un
patrén ciclico cada afio. La Figura 4 muestra que la probabilidad de extincion del virus ha estado por
encima de 1 en la mayoria de los meses, de acuerdo a la ecuacion 2, esto indica que la enfermedad
esta a punto de extinguirse en esos meses.

Figura 4.
Bolivia: Probabilidad de extincion del COVID-19 por mes (01/04/2020-30/01/2022)
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Fuente: Elaboracion propia en base a datos del Centro de Ciencias e Ingenieria de Sistemas de la universidad Johns Hopkins
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La Figura 4 confirma que la propagacion del virus COVID-19 tiene un efecto estacional y que durante
el mes de diciembre de las gestiones 2020 y 2021 se tienen la menor probabilidad de extincion del
virus.

7. Discusion

El analisis de la propagacion del virus en Bolivia a partir del promedio de reproduccion y la
probabilidad de extincion durante cada mes a partir de abril del 2020 a enero de 2022. El presente
trabajo sugiere un efecto estacional de la propagacion del virus durante el mes de diciembre de cada
aflo, sin embargo, alin se necesita analizar el comportamiento en los meses posteriores.

El trabajo realizado por Crespo (2020) es un buen punto de partida de tales estudios, ante la carencia
de datos se basa en simulaciones. Es importante contrastar estos resultados con otros paises para tener
una mayor comprension del fendmeno de propagacion del virus.

8. Conclusion

Los resultados obtenidos indican que el proceso de Galton-Watson puede ser utilizado en apoyo a la
toma de decisiones y la comprension de la evolucion en la transmision del COVID-19. La estimacion
del promedio de reproduccion y de su varianza se realizé por maxima verosimilitud. En Bolivia, los
resultados muestran que el promedio de reproduccion mensual del virus COVID-19 varia entre 0.95
y 1.12, este aspecto revela que el pais no estd tan cerca de mitigar el virus. El comportamiento del
proceso de Galton Watson se fundamenta en la estimacion del promedio de reproduccion p, el mismo
puede ser estimado a partir de una distribucion de Poisson.

Los meses con mayor promedio de reproduccion ha sido diciembre del 2020 y diciembre del 2021,
aspecto que refleja la necesidad de tomar acciones para aminorar la propagacion del virus durante
cada fin de afio.

Se recomienda el estudio del proceso de Galton-Watson con estimadores no paramétricos. La
distribucion de probabilidad supuesta para la aplicacion es la ley de Poisson, se recomienda analizar
el uso de otras distribuciones de probabilidad como la distribucion geométrica.
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