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DEFINICION.-

Sea V() ,1=0} proceso puntual discreto
en el espacio y continuo en el tiempo, se dice que
define a un Proceso de Poisson, si V() representa
el nimero de ocurrencias en el intervalo de tiempo

(0.1 ), donde 4 es una tasa promedio de ocurrencias
constante por unidad de tiempo.

- # de ocurrencia

tiempo

Y se cumple los siguientes axiomas:

> .
1. {N @ 1= O} Es un proceso de incrementos
independientes estacionarios.

o P[N(t+A—N(t)=1]=AAt+0(A)

3 P[N(t+A)-N(@t)=0]=1-21At+0(Ar) 0
4. P[N@+A)-N@)>1]=0(A)
[

5 P[N©0)=0]=1

Donde:

e A esun incremento en el tiempo infitesimal.

o O(AY) Eguna funcién del tiempo A7

Y se cumple las siguientes propiedades:
1. 0(An) £ 0(Ar) =0(Ar)

2. €0(AN)=0(A) oy ¢ #0 constante

(2)
lim 249 _
3. At—0 At

E

TEOREMA 1

Sea {N(t) 12 0} es un Proceso de Poisson de

parametro 4, para todo par de indices !~ 5 €7 ge

cumple la siguiente funcion probabilistica.

e (A(t-9))

P[N(t)-N(s) = k]|= m k=0,12.. (3)
0 en otro caso
Si_s=0
-t K
P[N(t):k]:% k=0,12...... ()
0 en otro caso
Sis=0 v t=1
-1 1k
PING) = k] = <2
k! k=0,12,.... (5)
0 en orto caso
DEMOSTRACION

Para el caso en particular cuando s =0 se tiene que:

Por notacion PIN(t) = k] = F. (1) , y aplicando los
axiomas definidos en (1), tenemos.

Para: k=0
Fy(t+At)=-F,(t)+ PIN(t+At)+ N(¢) =0]

=—PF,(t)+ P[1-AAt) + 0(At]

=—P,(f)- P,AAt + P, 0(Af)
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P(t+A)-P,(t) 0(AY)

TR 0
lim R@+AN-F() _ P(t)i+lm (Art)
At —0 At At
P,(t) = —P,(t)A k=0
Para : K21

P(t+At)= P (OPIN(t+At) = N{t) = 0]+ P, (tIP[N [t+A8) - N(1) =1]+
+ P (OPIN(t+ AD-N(E) =2+ ...+ BOPIN(E+ AH— N = k]

=P (t)[1-At+0(At)] + P, (t)[2At +0(At)] + P,_, (t)O(At) + ...+, (t)0(At)

=P, (t)— P (t)AAt+ P, (t)AAt + O(At)

1

B+ AD—P (1) =—F(DAAf + P (DAL + O(A) A
P(t+At)-P(1) 0(AY) .

% =-P(0A+ P (0)A+ N BE})
v0
Pk(z+ At)-P(1) O(At)

lim v =B+ P2+ lim =22

P/(t)=—P,()A+P_ ()A k=123.c.....

Hallando la solucidén de la ecuacion diferencial se

tiene que:

R(t)=-F )2+ P, (0 |
Pz =—P, (022" + P, (1)2" y

ipk‘ )z = -zi P.(t)z" + zi P (1"

k=0 k=0 k=0 (6)

Aplicando la Funcion Generadora de
Probabilidades'.

1 La Funcién Generadora de Probabilidades, es una Funcion Matematica que permite
obtener Modelos Probabilisticos y Momentos de variables aleatorias discretas, se lo

denota como G=G(Z)=G(Z.t)

P[N(t)= k]_—dk—G

G(z,t) = ZP (t)z* o
zZ

™
O NACE

z=0

Se tiene que la expresion (6) se convierte en:

G G+ Ay P ()z"
ot k=0
oG > z
P -G + ﬂZPk_l ()z* -
G _1G+a > P (02"
ot k-1=0
8—G =—AG+ AzG
ot
oG
— =-AG(1-
Py (1-2)

%sz—z(l—z)at

hG=-A(1-2)t+c

MO = oAt
G=e e e’ =c¢, cte.
G = ef/l(lfz)tcl

Condicion inicial t =0

El lado izquierdo se convierte en:

G(z,0) = ipk (0)z*

=P (0)2’ + P(0)z' + B,(0)2" +.....

=12 +0z2' + 022 +02° +......... =1*1=1
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El lado derecho se convierte en:
e—/l(l—z)Ocl _ eoc1 =¢,
G(z,0)=e ", =,

De donde se tiene que ¢, =1, por lo tanto:

G= 6_/1(1_Z)t

%—f = e (1)
0'G _ i g
=
2§ TR
G

a - — e*ﬂ(lfz)t (lt)k
Z

De (7) se tiene que:

1 0'G
Kl ozt

PIN(t) = k] =

z=0

PIN()=K]=-

z=0

l e*ﬁ.(lfz)t (/lt)k

PIN(t)=k]=—e " (A0)*
¢ ()
k!

0 en otro caso

PIN(t)=k]=

TEOREMA 2

Sea {N(t),t >0} un Proceso de Poisson, de parametro

A entonces las siguientes medidas estadisticas y

funcién caracteristica se cumplen:
a) m(t)=E[N(t] =1t (8)

b) V[N(t)] = At

2

El Proceso de Poisson

©) gw) =e"

N(t)

d) R, (s,t) = Amin(s,?)

_ min(s,?)
Pty =

e) ( t)1/2

DEMOSTRACION
a)

e—lt (/It)N(t)

m(t)=E(N(t) = D N(t) VO

N(£)=0

& N@eH (A
0= 2 N oD

e "
mi)=e (;O(N(t) 1y At
moy=c a3 PO

nim-o (N (1) =1)!

mit)=e ¥ Ae* =" =t
9)

b) Hallando el segundo momento alrededor del
origen se tiene que:

ZNZ( ) —/1t (ﬂt)N(t)

E 2
(N0 =2, NQ)

e (AN
z [N@OWN () -D+N(@)le NI

N(£)=0

’ﬂt
o —/It/, T A\N(1)

IR T 1e'” (A"
- Zwowo-v s S

N0 N@)
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elt
_ u P (ﬂ;t’)M;y_z
=e (/’i,l‘) Z /(—m+ﬂ,t

N(1)-2=0

—e M (A) e + =1+ At

(10)

De los resultados obtenidos en (9) y (10) se tiene
que:

V(N(t)) = E[IN*()]-[E(N())
=+ - =M
(11)
©)

iwN (t S iwN (¢ 71[ /1[‘ N
p (W)= E["0]= Ym0 S ]50))

N(t) N(1)=0

= (@)
=< 2 NG)

— e—ﬁ.tee At :e/lt(e -1)

N(1)=0

d) Suponiendo s <t
R, (s,t) =COV(N(s) N(¢t)
R, (s,t)=COV(N(s) N(t)—N(s)+ N(s)

=COV(N(s) N(t)— N(s) + COV(N(s) N(s)
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= COV(N(s) - N(0) N(t) - N(s) +COV(N(s) N(s)
= V(N(s)

(12)
=As

Suponiendo t <s:

R, (s,t) =COV(N(s) N(¢)

R, (s,6)=COV(N(s)— N(t)+ N(t) N(1)
=COV(N(s)—N(t) N(t) +COV(N(t) N(¢)
=COV(N(s)—N(t) N(t)-N(0) + COV(N(t) N(t)
=V(N()

= At

(13)

Por lo tanto de los resultados obtenidos en (12) y

(13) se tiene que

Ry, (t,5) = Amin(s, ) (14)

e) Sustituyendo los resultados obtenidos en (11)
y (14)

COV(N(s) N(t)

pN (Sa t) =
O N0 n(s)

_ Amin(s,?)

 asvar

min(s,?)

pN(z)(S9t):W
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